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Vasait kompleks dayisanli funksiyalar nazariyyasinin bitliin asas
boélmalarini ahata edir. Har bir bdlrasnin asas nazari malumatlari qisa
sokilda izah edilmis, bir neca tipik calismamn halli gostarilmis, mistaqil
hall etmak lg¢lin masals ve misallar verilmisdir.*'»

Vasait «Riyaziyyat», «Riyaziyyat va informatika» muallirnliyi ixti-
saslari (zre bakalavr pillasinda tahsil alan ali maktab tslabalari, «Kom-
pleks dayisenli funksiyalar nazariyyasi» fannini tadris edan ali maktab
musllimlari, hamcinin kursu mistaqil dyrenmak istayanlar Ugilin nazarda
tutulmusdur.
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on A

KiUib «Koinpleks duyisunli funksiyalar nazariyyasi»na dair dirs vosuiti-
dir. Hftsab oliinur ki, oxucu riyazi analizin ve cabrin asas anlayislari ils tunrc-
dir.

Azurbaycni dilinde «Komplcks dayisanli funksiyalar nazariyyasi»nH «Ja
ir hum nt/itri, hi*in da praktiki aspektlari shate edan dars vasaitlarinin qithgi
tolobelur ilviln bdyiik ¢otinliklar yaradirdi. Bunu nazara alan misalliflar bu
boslugu miltfyyon daracada doldurmag tgin ham nazari, ham da praktiki
imsokilori ohatu edan bels bir vesaitin y azilmasi ganaatina galmislar.
Maelliflar dusundrlar ki, bu magsads muayyan daracada nail olmuglar.

Vosait Azorbaycan Miiallimlar institunda «Riyaziyyat va informatika
musllimliyi» ixtisasi hazirligi prosesinda istifads olunan materiallann asasin-
da yaziltnisdir. Vasaiti iki hissays bdlmak olar. Birinci hissads kompleks
doyisenli funksiyalar nazariyyasina dair nazari minimum material, ikinci
hissada isa mistaqil hall etmak Ug¢iin nazari materiala uydun ardicilligla ma-
suk» vt) misallar cavablari ils verilir.

Birinci fasil kompleks adadlar va onlann muxtalif yazilis formalan ila
bagl amallara, kompleks mistavida coxluglara, kompleks adadlar ardicil-
Itglanna hasr edilmisdir.

ikinci fesil kompleks dayisanli funksiyalar, onlarm kasilmazliyi, limiti ve
mintazam kasilmazliyina, komplcks dayisanli fimksiyalann diferensiallan-
mas! va integrallanmasi, birrabitali ve coxrabitsli oblastlar l¢lin Kosi teo-
remlarina, kompleks dayisanli funksiyalann geyri-miiayyan integrallanna,
kompleks dayisanli funksiyalar tGiciin Kosi inteqralina va s. hasr edilir.

Uciincii fasildo kompleks doyisanli analitik flinksiya siralan, funksional
siralar, qUwat siralari, yigiima radiusu, yigiima dairssi anlayislan, kompleks
dayisenli funksiyalarin Tcylor siralanna aynlisi, analitik funksiyanin tayini,
sifirlan, analitik davam anlayisi, Loran sirasma aynlis va analitik funksiyanin
maxsusi noqgtalari va onlarin tiplari ile baglh masalalara baxilir.

Dordinci fesil kompleks dayisanli funksiyalann ¢ixiglan, onlann hesab-
lanmasi, ¢raglar nazariywsinin asas teoremina, c¢ixiglann integrallarin hesab-
lanmasina tatbigina vti s. masalalara hasr edilir.

Besinci fesilda konform inikaslar, onlann asas prinsipleri, bazi asas fim-
ksiyalarin konform inikaslanna baxilir.

Vasaitla bagh 6z dayerli fikirlerini bildiran oxuculara swalcadan ts-
sokkdriimuzu bildiririk.

Musalliflar
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| FOSIL. KOMPLEKS 8D8DL8R V8 KOMPLEKS
9DSDLSBR ARDICILLIGI

81. Kompleks adad anlayisi. Kompleks adadlar izarinda amal-
lar

XVI-XVII asrlarda kvadrat va kub tanliklarin™ialli prosesin-

da meydana galan a+bnPIl, b *0 saklinds ifadalari «xayali» ifa-
dalar adlandirmaga basladilar.

Boylk ehtimalla demak olar ki, xayali kemiyyatlar ilk dafs
olaraq D.Kardanonun «Md&htasem incasanat va ya cabrin gaydalari
hagqginda» asarinds (1545) meydana galdi. D.Kardano bu adadlari
faydasiz, istifadoya yararsiz hesab edirdi. Bir cox digar boyuk alim-
lar Gciin da (I.Nyuton, Q.Leybnits) xayali kamiyyatlarin cabri va
haindasi mazmunu aydin dcyildi va hotta, mistik idi.

/= simvolunu ilk dofo L.Eylcr (1794) toklif etdi. Kom-
pleks adadlar va onlarin handasi tasviri ilk defs olarag danimarka
alimi K.Vesselin asarlarinda (1799) verildi. 1831-ci ilde K.Qauss
«kompleks adad» terminini daxil ctdi.

Kompleks adadlar coxlugunun muhim xassasi (qapalilig
xassasi) ondan ibarat idi ki, onlar Uzarindv) osus riyazi smaliyyatla-
rin naticasi kompleks adadlar coxlugundan kanara ¢ixmir. Sonraki
illarde kompleks adadlarin dyranilmasi siiratls davam eidirildi. Bu
iso riyazi tehsilin muhim elementina cevrilon kompleks doyisanli
funksiyalar nazariyyasinin meydana galmasi va tesakkil tapmasina
sabab oldu.

1.1. Kompleks adadlarin cabri yazilis formasi

Tarif. z=a+ib saklinda verilmis ifadays kompleks adod deyilir.
Bu, ham da kompleks adadin cabri yazilis formasi adlamr.
Burada a =Rez -haqiqi hissa (Re-latin dilinda haqigi mdnasmi bil-
diran realiz sézinin birinci iki harfidir), b- Imz -xoyali hissa(im-
latin dilinds xayali manasmi bildiran imaginarius sézinin birinci



iki lutillilin) HiiiNith ndlninun hoqiqgi edodler, /* V-T- xuyali vahid-
dir. 11m 1,
Komplcki mindltirn inisallar. 0 =0+0 /, -1 =-1+0 /, -/« 0-T/
VH N,

Ogwr I,- ln! m0 olarsa, onda z-a - haqiqi adoddir, egdr
n Krm-((, h*o0 olarsa, onda z =ib- saf (tamiz) xayali odad ad-
Itiiln - 1 n||km, dcys bilarik ki, haqigi adadlar ¢oxlugu (/1) kom-
ploU utlmllur vnxlngunun (C) alt coxlugudur {R ¢ C).

Kcmi'tch iH/ixUnr Gzarinda hesab amallari

I Inthiuluii hoqiqi a adadini bela da yazmaq olar: a + Oi.
2, I'nml/ xeyali adadi- bi adadini iss O+bi seklinds yazmagq olar.
\ Iki kompleks adad lctn onlarin haqgigi va xayali hissalari bora-
bor olarsa, onlara barabar kompleks adadlar deyilir. Basga sozle,
iki z, ma, +ibx ve z2-a l1ktibl kompleks adadi lclin ai=al vo
bk K olarsa, onda onlara barabar kompleks adadlar deyilir.
4, r=a-bi adadi z=a+bi adadi lcln gosma kompleks aded ad-
lanir.

Qosma kompleks adadlar Ugln asagidakilari yaza bilurik:
z+z=2a;z-12=2bi;zz =a2+hb2.

Kompleks adadin 6zunin gosmasina hasilini tapag.
27 = (a + biyma-biy=az- (bi)2- a2+b2.
Demsli, haqiqi adad alinir.

ki zt=a+bi ve z2~c+di kompleks adodiniti cami
(a +c) +(b +d)i saklinda adaddir,
yani z, +z2=(a+bi)+(c+di)- (a+c)+(b+d)i.
Misal 1.1. z, =2+ (-1)/ vo z2=-1 +3/ U¢lin
z,+z22=(2+(-1)) + ((-1) +3); =1 + 2/.

Kompleks edadlarin toplanmasi yerdayismo vo griiplasdirma
xassalarina malikdir.

yerdayisma: z, +z2=2z2+2,;
gruplasdirma: (z, +z2)+z3=12 +(z, +z,).

Masalan, yerduyisma xassasinin dogrulugunu isbat edak.

(@a+bi)+ (c+di) =(a+c)+(b+d)i



va (c+di)+(a+bi)~(c+a)+(d+b)i=(a+c)+(b+d)i.
Bcelalikla, (a + bi) + (¢ +di) - (c+ di)+(a +bi).
iki  kompleks z =a+bi ve z2=c+di adadinin farqi
z2=12-z22=(a-c) +(b-d)i kimi tayin edilir.
Misal 1.2. z,=4 +5i va z2=-2 +3/:
2=2,-22=(4+5i)-(-2 +3i)=(4-(-2)) +(5-3)i =6 + 2i.
iki zt=a+bi va z2=c+di kimi kompleks udadin hasili
z,z2=(ac- M) + (ac/ + Ac)/ saklinda olan kompleks adaddir.
Dogrudan da, a+bi ve c+di adadlarini cabri ikihadli kimi
vurub, 12=— oldugunu neazars alsaq, zr z2=(ac-bd) +(ad +bc)i
ifadasini alarig.
Misal 1.3. z, =2- 3/ va z2=-4+2/
2,°22=(2-3)W-4 +2/) =2¢(-4) + 22/ + (-3) o(-4)/ + (-3) *2i2=
=-8 +4/+12/- 6+(-1) =-2 +16/
Kompleks adadlarin hasili asagidaki xassalara malikdir.
yerdayisma: z,-z2=z2-z1,
gruplasdirma: (z, *z2) m3 =z, Mz2 ®3);
paylama: z, «(z2+23) =z, *z2+z, *z3.
Kompleks adadin qlvvati z"-z-z-...-z saklindadir.

I

Quvvatin xassalari:
Z'ezm=zntm (z2")" - z’m; (zl -z2)n=2"-22

iki kompleks adad ii¢iin z, kompleks adadinin z2 kompleks
adadina nishati ela z adodina deyilir ki, onun Uglin zez2=12z2z=72,

sorti 6dansin.
Praktikada iki z, =a+bi vo zt =c+di kompleks adodlarinin

nisbati — =-titi. kimi toyin edilir.
72 7222
z, 72,22 _(a+bifc-di) _ac+bci-adi-bdi2 _
2 7222 c2+d2 c2+d2

_ac+bd+(bc-ad)i _ac+hbd 1bc -cid .



Mlnul 1.4. | " 2 3/ ve z2=1+2i adadlarinin nisbotini tapin,
L2 M (2 3/y1-2)) 2+4/-3/+6/2_ _4_7/:—6%—1,'4/
I, 1120 (U2/X1-2() 1+4 5

leninplek» udedlar ¢oxlugu nizamlanmamis ¢coxlug oldugun-
din Uoniplcks udwdlarin migayisasi amaliyyati miayyan edilma-

itilytlir
1.2. Kompleks adadlarin handasi tasviri

Putug ki, mustavi Uzarinda xOy dekart koordinat sistemi ve-
rliimlindir. z =a +bi kompleks adadi mistavinin koordinatlari (a\b)

olnn noqtesi kimi tasvir edilir. Kompleks adadlar ila mistavinin
nftqtdleri arasindaki bu cir uygdunlug garsihigh birgiymatlidir. Bu
/imun hi>qigi adadlar absis oxunun, tamiz xayali adadlar isa ordi-
nal oxunun noqtalari vasitasile tasvir olunurlar. Ona g6rs da absis
oxuna haqiqi ox, ordinat oxuna isa xayali ox deyilir. Kompleks
udadlarin tasvir olundugu mustaviya kompleks miistavi deyilir.
Aydmdir ki, z va - z noqtoleri koordinat baslangicina naza-
ritn, z va z ndqtalari ise haqiqi oxa nazaran simmetrik noqtslar-
dir.
Zz =a +bi kom-
pleks odadi bas- _j; bl
langict  koordinat
baslangicinda  ve
sonu z noéqtasinda
olan vektor Kimi
da tasvir edilir vo
demsli, z noqtasi-
nin radius-
vcktoruna bara-
bardir. Ona gora do «kompleks adad» va «vektor» anlayislari sino-
nim kimi da islodilir. Koordinat miistavisine baxdigda aydin olur
ki, na Uclin kompleks adadlari mugayise etmak mumkin deyil

(sok. la)).
Handasi tasvir vasitesilo kompleks adadlarin toplanmasi va

cixilmasini ayani numayis etdirmak olar. Aydin olur ki, kompleks
7
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adadlarin toplanmasi ve cixilmasi vektorlarin toplanmasi va c¢ixil-
masi ila eynidir(sak. Ib)).

1.3. Kompleks adadin modulu va arqumenti

z-a +bi kompleks adadi tekce dekart koordinatlari ils deyil,
hem da polyar koordinatlari ile da birgiymatli tayin edilir. r =\2\
ifadasi 0 néqgtasindan z noqtasina gadar olan masafa, @ isa haqiqi
oxun misbat istigamati ile z vektorunun amala gatirdiyi bucaq
oldugda. r =Ja2+b2 adadina z-a +bi kompleks adadinin modu-
lu, 9 bucaginaisa z (z*0) kompleks adadinin arqumenti deyilir.
Arqument birgiymeatli funksiya olmadigindan eyni bir kompleks
adadin arqumentlari 29K toplanani ila farglanirlar:
Argz - argz + 2nk , K = 0,£1,%2,...

Argumentin modulca an ki¢ik giymati
asas arqument adlanir va argz-cp kimi isa-
ro edilir. ©sas arqument ¢lin -n <argz<”®
ddanir.

Arqumenti
ja - rcosg

(D

dusturlarindan tayin etmak olar.

[6=rsin”

Sokil 2-dan goérinir ki, cossp=—, sin<p =—. Buradan aliriq:

tgep = - (2)

Argumenti tapmag Uclin kompleks adadin hansi ribds yerlasmasini
nazara almaqg lazimdir.

b .
arclg I rih
n - arcln Il rib
argz =
n +arclg 11 rib
2n - arctg m IV rib



Qeyd. (1) vo (2) tonliklari eynigicli olmadiglarmdan ((1)-dan (2)
nhny, (2)"(mt vu (1) hemise alinmir), esas kimi (l)-in halli
UftlttrOlttr.

Kwnpk’ky tHikHilnrin modulunun ve agrumentinin asagidaki xasse-
It vmitlir,

s> [ i arg(z, ?2) = argz,+argz,.

) Wi M argz, -argao-

*1 ™ ur))
"Ofl] |« || tfff, + 1, &% +|z2  (lcbucag barabarsizliyi). Urriu-
mlyynlln, NOnlu sayda zl,z2,...,z,, kompleks adadlari (gciin

P ¢ Nitldogrudir.
n

Uiyt/ - (I 1l kompleks tidedi G¢lin argument anlayisinm manasi
yttHtlttl,
Mirtil TA U | (Kiullinln modulu w> arqumentini tapin.

at-ji A 1 (ibdufliimdin,

(N

| Il tos b_ </'/I, <»-;11', argr =
V4 4 li 3

w M

1.4. kompltU tidodin trlgonometrik yazilis formasi

KomplckN (ithullit r moduluna ve < arqumentins polyar ko-
ordinatlar kiml baxiidll u r<ios(p, 6 =rsin<p yaza bilarik. Onda

kompleks tidodill cobri ya/ilisindan triqgonometrik yazilisma keg-
mak olar.

z=a+hi=rcos &l Irsint>=/-(cosp+isin ), burada r - |z|, p=argz .

Misal 1.6. z =-2 + 2>/3/ odadini trigonometrik formada gdstarin.



cosg =-- 2\/3
N=V(-2)2+ (3T = 4

. V3
sin =
tgep = - =—¥3;(p- —\P= ar%z =—wadadi Il j \
a 3 -2 0
rubs  daxil  oldugu tcun (sakil 3)
n 2n $6k|| 3.
P=argz =/r-y =— o n
Ona gbre de z=-2 +21/3r =4~cos  +1sin
. _ 1 R S .
Misal 1.7. r= adadini trigonometrik formada yazin.
2 2
13,. b r. n. n
-z =—=\)é, = —, Pp=argz =-
4 4 P a ? 3 P=ar 3
. .. . U n 4n-
z odadi Il riibe daxil oldtigu dgin ~ =argz =;r+
V3/= 1 cos4—”- +/sin o
2 2 3

Misal 1.8. *=1-sino +/cosa, 0<a<- adadini trigonomctrik
2

formada yazin.
Torifo gbre z =|z|(cos(argz) +<sin(argz).

Onda modul |z =~(1 -sin a)2+cos2a m-y/2(l - sin« ), arqument isa

a a
FOI0 cos  +sin
argr = circtg---—--—----—-=arctg ----- ér ;-
1-sina cos ~ -sin
2
n a
tg~ + 1S — a a
=arctg V , «*4+2
Q9 N

10



. . . K a\\

lihit Decmyli, z="(l-sina) cos I+? +/smV4 1--2-//
Trigonometrik formada verilmis kompleks adadlarin hasili va

ninlmti ayagidaki kimi tapilir.

I, I, hi/; efe(cos(<p, + (p2) +isin(c9, +2)), (sok. 4)

b - A(cos(h), -</>,) + /Sin(*, -C9,))- 5)

~r =

©1 - ©a

Mj

tfukil 4. Sakil 5.
1.5. Kompleks adadin Ustlii yazihsi

limkrmni nil Ik ~ikilelu verilmiij z - /-(cosef) +/'sin ) kompleks

mlkInn litilii ynklliln . iv"™ kimi yazmaq olar. Sag taraflari bara-
burlwyilrlbi I W IMism  ets.ik, Hyler dusturiinu  alarnq:
»'* - OQKO | /«lll ¥

liu luililii MmHWT, hftlitui, gllvviitu yiksultmu, kékalma distur-
lun w>nftnltike VK1l

* o« >l e
1l

ull
W - » " ,A or2..(1 D

Misal 1.9. rl 'f* j (>



1.6. Kompleks adadin tarn quvvats ylksaldilmasi

z =r(cos(2+/sing?) saklinda verilmis kompleks adadin n-ci
qlvvati Muavr disturu adlanan asagidaki disturla hesablanir.

7" = r"(cosn(p +ismtKp) m

Misal 1.10. z =(V2 -n/6/)4 adadini tapag.
Ovvalca adadi trigonometrik formada yazagq.

=H :V(V2)2+(-V6)2 - V2T 6 =718 .

@~ arctg Ve _ arctgy/3 mz adadi IV ribs daxil
nl2

oldugu Ugiin (p~2n-§-—3 (sak. 6). Onda Sakil 6.

bn . . 5n . .
8 CcoS— HIsin— . Muavr disturundan istifada

edarak yaza bilarik:
r |/ /

_ 20/t 21 2N
r<= Ccos-W  +1sinm =64 cos 61 + +*sm 6/++
y y Y ly

=64 = 32(—4+ n/3/)
2 2
Misal 1.11. Muavr dusturundan istifade cdarak z=1+/ adadinin

30-cu daracadan qiivvatini tapin.

r=lzi=VI+1 =V2; /gh=_ =1, z adedi | rilbn daxil oldugu lg¢ilin
a

(p=argz= Iledadi trigonometrik formada yazug.

Z=1+i—Jl cos—+/sin—
I 4 4)

Muavr didsturundan istifade edarak:

12



f

{a 6 .
ini* Isin oemee - 215 cos bn + — + 1sin 61 + —

O AL I
2>

Minis I illinium vusitasils trigonometrik funksiyalar t¢in bazi
nVHIiI* ke | 1,muimin| olar. Tutaq ki, z kompleks adadinin modulu
I I FM(Jur L (Sikln Muuvr 1lasturu asagidaki sakli alar.

4sin <p)" =cosncp +isinncp.
it - } <ltlui|chi, ularig;
linlifi 1 21cong¢>»ing»-sin2<p=cos 2(p+ isin 2cp
Mniiiilhii iniiliimi ilOmliiiu nlitrig.
in* )i/i - onn ifi Nill"<p; sin 2(p = 2cos<psin (p.
W ilillifilil
IMA 5 o T, ofs 1IH/I .10<M{?Sill; (p- isin3(p= eos b(p+ 1lsin 3 ¢ .
[tnititnn nlin i
HI* v Ilin'./l  UNAINinI (p 4cosV “3c0OSA;

ein I»i - 11iih1Y1411<¢> Nin' <pm 3sin 9—4sin3(p
I 1 IviiMipli’Un oil.ulil.in kttkilnm

t PF*hii]i]i ki et.1.4tilllll n cl dttrocndon koékd (ne N, n > 2)
ek Ll . wal *201 ki, I minil \TC t $isrtini rtdosin.

iln iititii

Il S \MEfREHEr R v U g',h 0,1,2,...,(8 -1)
V " M

n 1 illiint InliMl KOk »(i|'VHInIn Ililllkilir.
V.- glyniulllin H\inm .21 in..Ji.i1it MuHKWA koordmat baslangicin-
Miovti rmliuNii /0~ | nliiil yrmwuwr tinxllino vnkilmis dizgin n
bueuglinin topo nftgiiilniUllr
Misal 1.12. (/( | T JI\i) udodimn 4-cil deracadan kéklarini ta-
pin,

13



—32n/3 1z
ig<P = — '5%_ = -yl3 -

z adadi Il rliiba daxildir, dcmali, ssas arqumenti argz =n - —= —

3 3
kimi gotirmak olar. Onda
2K
+2n* -r2Jm*
/rf /N ak'l .. (A nk\
v=V64 -+;s1n- =2V2 coa —+— ‘1+iIsrn —+ —
\6 2) \6 ).
K=0,12,3;
n . N nl3 .lrI
=212 cos — + /sin— =272 —nl6 + ni2/5
™ 2 .. 2n .
w, = 2n/21 cos r3 + /sin ]2 1=2V2 ’23:"':%1’ —-j2+>/6/5

w, = 2n/2 cosY—éI +/sin1—; =-Ve6 - n/2/;

w, =2/2 cosi/T+/.s'in§"/\: ZVEZ =2 - Vel
- 3 m»l. T . \

Misal 1.13. z=-1 +/ edwdinin 3-cii doracudim ké&klarini tapin.
z adadini trigonmectrik formada yalaq.

r=jd=>Im -/2; t&EPp=-1.

z adadi Il ruba daxildir, demuli, uruz - n - Z:—

4
= nl/2 cos 3_n + /sin sn , onda aIariq
4)
o9 + A< 3an £ 27

W=\i- 1+/; w s 4 Flsin
o . 27K) n 20K _ .
w=V2 cosly 5+ — " + Isin of . , K=0,12;

\Y, 3

14



.. N
", CUINDL % 1,10 41,19

[ 4
n_ 2n\ ., . fn 2Tm
* AJ| cos +— " +[sin — H----
4 3 14 3,
O o a2 108+ 0,35/
12 12

SHACLPE D 10 /s f =52 cos!®:r +Astidsl
P gy TR
"

H)HWY[Wj 1*oHn|||'L11 Imiulosi nitcrpretasiya-
ar 1o fTAMIIM uMlllinlydlr.

[Pl e triHfth *- nlhrinltic tioahinlhi &

Ko oMYHuLyY Tefielit] hi<n 1104w luulicli ododlor ardicilligma
stinHii|t foM 'lii buH 1tin Kompleks giymotlor alan natural arqu-
MWtHIIT 1blHlyn*H<« ' -/(«).«e N kompleks ododler ardicdhgi
I Hili 1 Iwmurl  diliiilliit e 0 20f00 |r, 1 kimi i$aro edilir. Ardicil-
liftin IhImmlihh » Hinmi'Hluil owili w*N/ nAmrosinu osason toyin
Fili'H 1 'peiNthitii \E O THH 1 Iniedn duyltloi ki, 1) kompleks odod-
LIV dintuilliQi vi'illmlyilli
Minhl 11 ~ hitin mm¢nuu il * hoddiiil lupin.
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r It I [ I I
yrs> 1 )yj* -r 11 ¢

K (iiwik ¢ Iulinll....tIn illigiuii mi Unuimi sokilds asagidaki
kimi tur if verlll

ItH'if. KompU'k «llg<dittin ni‘iimlanmi>hvsahi ¢oxluguna kompleks
ododlor urdu i/lifti <<vllu
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Ardicilhigm hadlari onlarin némralarina uygdun olaraq yerls-
Sir.
Tarif. V>0 Uclin 3N(e) varsaki, \/n>N dc¢ln \zn-a\<e olsun,
onda deyirler ki, {zj kompleks adadlar ardicilligi a kompleks

adadina yi1gilir ve n->m olduqda {z,}->a vaya limzn=a kimi
n—=ax

yazilir.
Limiti olan ardicilhga_y/g/lti« ardicilliq deyilir.
Torif. |z- z0|< £ barabarsizliyini 6édayan ndoqtalar

coxluguna zo noqgtasinin e atrafi deyilir (sek. 80:

Kompleks adadlar ardicilhiginm limitinin han-
dasi manasi o demakdir ki, {zj ardicilhgi-

nin bitin hadlseri miayyan N ndmrasin-
dan baslayarag markazi a ndqtasinds va
radiusu £ olan dairanin daxilinda yerlasir.
Basqa sozla, a noqtasinin e atrafinda yer-
lasir. Belsalikls, a ndqtasinin ixtiyari atra-
finda jz,.} ardicilhgimn sonlu sayda hadlari

istisna olmagla, butlin hadlari yerlasarss,
onda a noqtasi {z,} ardicilhgimn limiti-

dir(sak. 9).
Misal 1.15.
v ) o
)T 1+— =e z=x+iy; b) Umarg yoxdur, ¢lnki, n -
n
cutolduqda, arg 0, n tok oldugdu ary( ("1 =

Kompleks adadlar ardicilhdinin verilmasi eyini zamanda bir
cit haqiqi adadlar ardicilliginin  verilmasi dcmokdir, yani
zn-an+ibn olarsa, onda {zj ardicilhigmin verilmesi eyni zamanda

{aj ve {bn}ardicdhglarinin verilmasi demakdir.
Teorem 2.1. (Yigilmanm zaruri va kafi sarti). {zj-+u +ib olmasi
iicin zaruri ve kafi sart {ar}->a va {bj ->b olmasidir.

16



hhiili A /tiluiiHk \zn)  z- a+ib olmasi o demakdir ki, Ye>0
(Mill )N{e)  wvursaki,  V«>/V iciin \zn-z\<e 6danir. Yani

N «HIL* *1* % ~ b\-\z»~z\<e « Buradan is3 {a,}->a v3
[ 1 e/t nhthf.
N#EINIA - Sortngoére  V f>0 UGg¢lin 3Nxe) varsa ki, \/n>NI

(Mill 1 P« - vi)VoO dciin 3N2(e) varsa ki, Vn>N2 iciin
s, 1 x > fldonir, N = max{/vp/v2} isara edak. Onda vn > N Ugin

yu/m bliwrik: |z, mx|< |a,- &+[6,- B\<| +1 =e V.

Ynuwidnkr (corcw yiftihm kompleks adadlar ardicdhiglar:
ittahn s 1)-11111 Ibe]iift iMimline nedicilliglurinm xassalaring  analoji
UtiINN>Dm | MTyKunuyn itnkan vorir:

[iml twn) litn 1htnw,
KM MM

uwn
Mlg(, ne<) - MW olimw

.I.”.f‘ ........... , limw, *0 oldugda.
b)IWW,, *x

1,44 I .11 tiiiMikl, VnZN d{cln \z,\< A olsun, onda {zj
10,11, ilhitinini nitihihinl tinhicilhq deyilir,

Uluntlitil s Ipiliin rirdicillig mohduddur. Ancaq bu taklifin tarsi
tloftrw tlcyll
[t Qit'in i.i  N,unnl<>n mohdud ardicilligdan yigilan alt ardicillig
\t\mok olur,

/shall. A lin Iporcinin ishati teorem 2.1 vs yigdan mahdud haqiqi
Adordbtr untiullifil Hvlin dogru olan Bolsano-Veyerstrass teoremina
nsuslumr. |r,| lirdtcilligr mahdud oldugundan ona uydun olan {an}

vi>  {NJ urdicillighiri  da  mahduddur. Onda \/n>N {lcin
\q,,I+\n,I5 ja( +ib,,I-$ +K =K I<A Ya2tad olar. \,|<A ol-
Mngundan ela {alt| =>a var ki, |a|</1 dogrudur. {at} alt ardicil-
ligina uygun olan alt ardicilhq Ggln yaza bilsrik: Jpoih <A RuraH”n —

\ iJ A



alinir ki, els {bn}->b var ki, {a }-» a.Onda teorem 2.1-3 asasall
yaza bilarik: {zn'}->z =a+ib\ |7 <A V.

Kosi meyari. \zn}ardicilhidinin z adadins yiglian olmasi Uciin ze-
ruri va kafl sart \/e>0 Ucln 3N(e): Vn>N vs Vm>0 ugiin
Imin nl<s olmasidir.

Isbati. ATeoremin isbati teorem 2.1 va haqiqi adadlar ardicillijt
Uciin Kosi meyarina asaslanir. 1
Zoarurilik.  {z,} ardicilhgr yigian oldugu”~¢in uygun {aj vs
{bn} haqiqi adadlar ardicilliglari G¢lin Kosi meyari édanir.

KafUik- K,4m-z,,\<e olmasindan alinir ki, ja,#- a,\<|z,,#m-z,\<s
va K » ~z .\ < e - Buiss K} va {*}haqiqgi adadler ar-
dicilhiglarinin yigiimasi Gcun kafi sertdir. Demali, {z,}ardicilligi
yigihrT.

Tarif ©gar VA>0 dgiin 3N(A): VV\n>N(A) ugln |zn> A olsun,
onda \zn} ardicilligina geyri-mahdud ardicdhq deyilir.

Misal 1.16. a) zn=2z", \2 >1 olduqda; b) z, =in ardicilhgivn >N

ucun geyri-mahdud ardicilliglardir.
Adi manada bu ardicilhglar yigilan deyil. Ancaq ele 3zT =<

var ki, limz, = ndéqtasi kompleks mistavinin yegans sonsuz

uzaglasmis néqtasidir. Bltiin geyri-mahdud ardiedliglar bu néqteya
yigithr. 8gar )z,> ardicilhgr qcyri-mahdud artandirsa, onda

= —1 -» o mBuradan sonsuz uzuqlusmis ndqte ile hesab amalls-

rinin gaydasi almir; —=0;

- =00, Z00 =00,Z2*0; Z+00=00;
[e]e] 0

—=0,7*@.

oo

00100 0°+00 Vo — emaliyyatlari isa geyri-muayyandir.
0 0
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W ' I», Itih/in lin)e ilgiin lim|z(|= oo olarsa, onda deyirlar ki,
*Mo/m >INt umiuluftu yigihir velimz =00 yazirlar.

m |I'mitisinin handasi manasina baxag. Bu ifada o

amiinM @ Mi 1H Gdvincle N var ki, V/i>Arigin |z,|>A 6dani-
i
Ml Ut» o tlomwkdir ki, z, noqtalari markazi sifir ndgtasinda

W ittdunn H olan dairaden kanarda yerlasir. Bu coxluq
dhihu/liiAuii nirwft adlanir. Demali, zK-ao ndéqtesi o vaxt {zj
*[Hfinnun limlti adlanir ki, zK=a> néqtasinin istanilan atrafinda

Ini unlit Mm ya biitiin hadleri, ya da sonlu sayda ndéqtalarini
Liiinnihi ijulin IKKIwri yerlasir.
Molullklu, r, *00 odadins simvolik olarag sonsuz uzaglasmis

[>n)l L vy qoyulur
huff Kk h«(»1'Av miistavi sonsuz uzaglasmis noqts ila birlikda ge-

IUfltiHitii) AWM %misiovi adlanir.
I 1 Slt'it-ografik proyeksiya. Riman sferasi

Li>nl|fjiiM(tiiy kompleks mustavinin handasi tasvirini verak.
| Hhtdit dlUbucughh OCdC koordinat sistemi ve markazi

nil 1j mlend>mnid olan, radiusu i-a barabar, kompleks musts-

vlyti loHiniii MV nlc rasina baxaq. OCr) mustavisini z komple ks
mliNInviNi ilm (Ul 1bm sulag. S sferasinm tanliyi

konplcKs mUNIuvisimn har bir M négtasine NM stiasmin
S NibrUNI 1iti k>»M)ubl niigtasi olan M néqtasini qarsi qoyaq. Elu-
Itoilln sfcra ilo kompleks indstavinin néqtalari arasmda qarstligh
tiygunluq yaradllir () noqtasina diametral aks istigamatda yerlasan
N ndqgtosint» z kompleks muistavinin heg bir néqtasi uygun deyil.
llygunlugin garyithgh hirgiymatli olmasi Gc¢lin z kompleks miists-
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visina z, = ndqts sini do alave etmak lazimdir. N n éqtasins
zT - oo ndqtssini uydun goysaq, alinan uygunluq <p-.z~>S qarsihg-
Il birgiymeatli olar. Aydmdir ki, kompleks mistavida zx = nég-
tosina yigilan {zj coxlugina S sferasmin N ndqtasina yigilan

néqtalar coxlugu uygundur.

Genisloanmis kompleks mistavi ils S sferasmin ndqtalari ara-
sindaki bu clr uygunlug qarsihgh birgiymatlidir. Bu uygunlug ste-
reoqrafik proyeksiya adlanir. S sferasina iss Riman sferasi deyilir.

M néqtasina z kompleks mustavinin A#tidqtesinin S sfera-
sI Uzarinda stereoqrafik proyeksiyasi deyilir. 8gar M ndqtasi me-
ridian boyunca harakat edirss,

NM sidasi z kompleks mustavi-

sinds O ndqtesindan c¢ixan sia

cizir.  ©gar M noqtesi paralel

boyunca harakat edirsa, NM siasi

z kompleks mustavids markazi O

noqtesinde  olan c¢evra  CizIr

(sok.10). Buradan alinir ki, sfera

Uzerinda koordinatlar sabakasi

kompleks miistavida polyar koor-

dinatlar seboakasina kecir. Bu za-

man sfera (zarinde meridianlar va paralellar,eloea dakompleks
mistavide polyar koordinat xatlari bir-biriila dizbucaq altinda
kasisirlar, ba:>ga s6zla, bueaqlar saxlanilir.

Bu cir uygunlug zamani z =0 kompleks adadina sferamn
0 (0;0,0) nogtasi, eyni argnumcentli kompleks odadlars (koordinat

baslangicindan ¢ixan siialuru) meridianlar, modulu (Jz|) eyni olan
kompleks adadlara (myrk«/.i koordinat baslangicinda olan miuste-
vinin ¢evralarina) -paralellor uygun qoyulur.

Kompleks adadlari (z, =ooda daxil olmagla) Riman sferasi-
nin noqtalari vasitasile tosvir etmak olar. Bu zaman yigilan kom-

pleks adadlar ardiellhgr Riman slerasinda yigilan ardicdlig Kimi
tasvir olunur.
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Mcreoyrnfk proyoksiyu zamani ¢cvra-gcvrayj, mistavinin
1 "tirhi nyrllori nrasmduki busag onlarin Riman sfcrasi Gzarindaki

Indi isu z * x+iy kompleks adadinin M{x\y\0) ndqtasiriin
LHumIlimlinn ilo onun sfera Gzarindaki tasviri olan ndqg-
hi'titnn koordimilliri nirasindaki slagani ifads edan disturlari tapaq:

M(wy\o), m{$\To va jV(0;0;1) noqtalarinin bir diz xatt
li/ui nitln yerloymosini nazara alsaq, yaza bilsrik:

£_0 tj 0 _C-Q - £
x 0 y-0 0-1 \Vi <
I-C
N
X +y.2_ 2+rf 2)
(1-02
M innmtesi1 \  Nlernsi iizarinds oldugunu nazars alsaq:
V oru' « WV 1 £2+42=C- ¢2 olar. Bunu (2)-de nazars
r
Mmi |
G 119 o' C (\x2+y2 ¢ alang.
0-0 1-C
Nw inlnn ; Iy 3
| ¢Jr+p"
uling linll (\)-[\ (I)-da nazara alag. Onda
X
\+ X +Vy
(4)
y
1+ x2+y2

Nohayet, ulirig:

- N .
{: l+2T’/ 1+ 4 0 1+ 1 ©)

Bu disturlar stercoqgrafik proyeksiya disturlari adlamr. Kom-
pleks miistavide M(x\y,0) ndqtasinin z = x +iy koordinatlarmi bi-
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larak, onun sfera lzarindaki tesviri olan M(C\rj'C) ndqgtasinin ko- 1
ordinatlarmi va tarsins, tapmagq olar.

Misal 1.17. z =1+ n/3/ noqgtasinin stereoqrafik proyeksiyasim tapm
va qurun.

Halli. z=1+V3i, x=1, y =JI. Onda |zZ=d¢ 2+(n/3)2 =2 . Stereo-
grafik proyeksiya dusturlarim tatbiq etsak, alariq:

Q=1 Y
1+ bl' 1+z’ 1+ z
o o . .
n 4 fil axtarilan noqtadir(sak. 11).
s’ 5 5
Stereoqrafik proyeksiya

muhim xassays malikdir. Stereo-
grafik  proyeksiyada  kompleks
mustavida cevra Riman sferasmda
cevraya kegir va aksina, Riman
sferasmda N polyusundan Kgg-
mayan c¢evralara kompleks muste-
vida cevralar uygundur. Bunu z
kompleks mustavide markazi ko-

ordinat baslangicinda va radiusu Sokil 11.
R- o barabar olan cevra ugln
gostarak.

isbati. A x2+y2=R2. Buradan \zf - R2 |r|= . n12=C2(\+R2)2,
y2=272 +R2)2.0nda £2+12=+ "L .9 N2
(\+R2y "~ * |+R2"

N polyus néqgtesindan kecan cevra isa xlsusi hal taskil edir.
Bu cevra Riman sferasi ila AC +Brj +CC +D =0 mustavisinin ka-

sismasidir. Burada C +D =0. Basqa s6zls,
j +B#+CC+D—0

Stereografik proyeksiya disturlarini tatbig etsak, alariq:
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4 ' Iff 1 1 W \i) (. Sontincu bnruborliyin hHr Ne
"M y*r 4 ?

hriiitl It |/|' IH vursaq, wularig: Ax+By+(C +D)\zf +D « 0.

» iI> 0 oldujundan Ax+By+D =0.Bu ise kompleks mistevido

dill  ehitn linillyidir. BcInliklo, N polyus néqtasindon kcgon ¢ev-

mym bu|M|)lukm mUNtovidt) diiz xatt ve tersina, kompleks mistovido

(«sIHIMNit  Av-iBy+D* 0 diz xtftta Riman sferasinda N polyus

HOijitidiniInn kegitn ¢evrn uydundur.
iSlldrtl I IN. Kompleks mistavida |z|>3 barabarsizliyi ila verilmis

110||m 1] t,<>xIndunun stercoqrafik proyeksiyasmi tapin va qurun.
TT< Ovvolco |z] =3 ¢evrasinin

Hl»u»yH|NMK  proyeksiyasini qu-
tatl llu +7r3=-" (r=0,3)

ymnnldir B, ¢cevra Riman sfe-

Itnmin C - — mustavisi ila ke-
* 10
MynutNi (¢trixlanmis saha) axta-

nliin s<xluqdur(sakil 12).
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Il FOSIL. KOMPLEKS D8YIiISONLI FUNKSIYALAR

8 3. Kompleks dayisanli funksiya anlayisi

Tutaq ki, kompleks mistavide E c¢oxlugu va Vzetf
néqtasina miayyan w kompleks adadini uydun qoyan z->w
ganunu verilmisdir. Onda deyirlar ki, E coxlugunda kompleks
dayisanli  f(z)=w funksiyasi verilmisdir. ¢ coxlugu /(z)
funksiyasmm tayin oblasti, uygun w ndqtalar ¢coxlugu olan M
coxlugu isa giymatlar ¢oxlugu adlamr. Masalan, w -z 2 funksiyasi
har bir Z=X+iy kompleks adadina

w=z2=(x +iy)2=x2-y 2+2ixy kompleks adadini garsI goyur.
Misal 2.19. w=az +b; w-z"; w=- funksiyalari kompleks dayi-
z

sonli funksiyalardir.

9gar E coxlugunun har bir ze E néqtasine M coxlugunun
yalmz bir weM néqgtasi uygun qoyulirsa, onda funksiya birqiy-
matli, agar E coxlugunun har bir néqtasina M coxlugunun iki va
daha artiqg néqtasi uygun goyulursa, onda funksiya ¢coxqiymatli va
ya sonsuz giymatli adlanir. weM ndqtssine zeE ndqtasinin ob-
razi, ze E ndqtasina iss weM ndqgtasinin proobrazi deyilir. f(z)-
in verilmasi E -> M inikasinin vcrilmasi decmakdir.

Mistuvi vo ya uc¢olvulu dckart koodinat sistcminds kompleks
dayisanli funksiyanin 6zinl nccu aparmasini qrafik vasitasile tes-
vir etmak olmaz. liuuu tasvir ctinak G¢lin w=J'(z) funksiyasmin
ayrilari va oblastlari hansi ¢oxluga inikas etdirdiymi miayyanlas-
dirmak lazimdir.

Misal. 2.20. w=z: funksiyasinin radiusu R olan dairanin birinci
ribas disan hissasini hansi oblasta inikas etdirdiyini tapin.

Halli. # va z dayisanlarini Ustlii formada yazaqg.

z=re"", H’=pe™. w=z2 oldugundun ya/a bilarik,
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ok M) t lluradart alinir ki, p - r, 0 =2< Uu iso onu

gHHHIM U, |
MilUTh H i IHIN
#unn

11«»-h, § -0
lliHMftl n
Miiutlh 111111

||| * MUWNH

t p<utiiNinn kogor; r=R, O<cp<” dairssinin doérd da biri
LL N t)ymn yarimdairasina kegar. Xayali oxun 0<r<R,
N JUAMH 0<,p<R2, ©=n parcasina kegar(sak. 13). D cox-

luytinnn hHr bir z néqtesi E yanmdarissinin daxili w néqtasina
KMYHT

I» (fiv oldugda f(z) =w=u+iv=u(x,y) +iv(x,y). Demali,
[(#) hinksiyasimn verilmasi eyni zamanda iki haqiqi dayisanli
ItinUiynimn verilmasi demakdir. Ona gore da kompleks dayisanli
Ihhkllytinm xassalari iki hagiqi dayisanli funksiyanin xassalari ils
nilloyyun olunur. Masalan, w=z2 funksiyasi G¢lin u(x,y) =x2-y 1,
(»\V)m2xy m

E va M coxluglarinin strukturlari mixtslif ola bilar. Biz E
vo JV voxludiarinin kompleks mistavide oblast oldugu hallara ba-
NNCugig.
IbriJ'. Kompleks miistavinin naqtalar c¢oxlugu olan G c¢oxlugu
>lyifi<laki sartlari 6dayarsa, ona oblast deyilir.
1) Vzc G néqgtasi G -nin daxili noqgtasidir.
J) Vz,,z, e G ndqtslorini, ancag G -nin noéqtalarindan ibarat sonlu
Hiycia sinig xatla birlasdirinak olar.
Misul 2.21. a)|z|<] oblastdir; b)|z| <1 oblast dcyildir.

lorif Kompleks mistavinin markazi z0 ndqgtasinda va radiusu e
tilun ¢evranin \z-zO\<£ daxilindaki néqtalar coxluguna z0 noqts-

\inin e atrafi deyilir.
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Toarif ©gar z0 ridgtasinin |z- zO\<s atrafindan olan butin néqte-
lar G c¢oxluguna daxildirsa, onda z0 ndqtasina G coxlugunun da-
xili néqtasi deyilir,
Misal 2.22. a) z=0ndqtasi |zj<1 ¢ oxlugunun daxili ndqtesidir;
b) z =i noéqtasi |z <1 ¢oxlugunun daxili ndqtasi deyil.

Belalikla, oblastm tarifmdanki 1) sarti gostarir ki, oblast aciq
coxlugdur; 2) sarti ise goOstarir ki, oblast alagali (rabitali) coxlug-

dur. Demsali, oblast acig va rabitali coxlugdur.
Tarif ©gar Zq ndqtssinin ixtiyari |z-z0<£-"atrafinda ham G

coxluguna daxil olan, ham da daxil olmayan ndqtalar varsa, onda
z0 néqtasina G c¢oxlugunun sarhad noqtasi deyilir.
Miisal 2.23. a) z =0 noqtesi |z >0 coxlugunun sarhad ndqtasidir;
b)z=( ndqtasi |z] <1 ¢oxlugunun sarhad ndqtasidir.

Sarhad noéqtsleri ¢oxlugu coxlugun sarhadi adlanir ve dG,
ILC,1 va s. kimi isara edilir. Sarhad néqtalari ¢coxlugu sonlu sayda
néqtadan va ya bir néqtadan ibarat ola bilar (|2 >0 ¢oxlugunun bir
sarhad noqtasi var).

Toarif G coxlugu ila onun sarhadiniri dG birlssmasi coxlugun ga-
panmasi adlanir vo G = GIlJdG kimi isara edilir.

(Jz|<Il coxlugu gapali coxlugdur). Genislanmis kompleks mustavi-
da gapali coxlug kompakt ¢oxluq adlanir.

Misal 2.24. Acagidaki barabarsizliklar sistcmi ila verilmis ¢coxlugu
tasvir edin.

1<\z+/l<2
1\

T n

—<argz<—

4 2 10g-
Halli. Birinci barabarsizliys uygun olan f 7qg
coxlug markazi - i noéqtasinda ve radiusla- [ !w
r 1va 2 olan halgadir vs halganin sarhad- \
lari bu ¢oxluga aid deyil. ikinci barabarsiz- 4nn
lik isa ¢ = (doérdinci ribin tanbdlani) $9 il 14,
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thnlim (OY oxunun musbat istigamati) arasinda galan

vm.,' I slupaulin. Stular bu ¢coxluga aid deyil. Demsli, axtarilan
Mtll't'i viMIlinl® coxluglartn kasismasidir(sak. 14).
MIml 1 I*. | 2+/|=|z+5-21| barabar-
Yy
Hyltl  'iluyun nogtaler coxlugunu z

il 'mmUNtovisinda tasvir edin.
Ih1ll (jeyd edok ki, |z-z 0 ifadasi z va

(HH)inlnri nrusindaki masafani gostarir. /

\\

«>m uftro du vcrilmis barabarliyi bels ds

lhism 1tOyniuk olar: a=2-i va b=-5+2i _s f shsj2 X
imtijinjnimditn - barabar uzagligda olan @
1101]In|ni” ¢oxlugunu tapin. Malumdur ki, /
) Vi » noqgtolarindan barabar uzaqgligda

niMt nflgtolar coxlugu ab parcasinin or-
litlllthin (¢ orta ndqta) kecan va ona perpendikulyar olan diz xat-
ilnit Thnrntdir.  Parganm orta ndqtasinin koordinatlari iss onun

Sekil 15.

nygin nc noqtalarinin koordinatlarinin caminin yarisi kimi tayin

iulildiyindan yaza bilsrik:

| - 2 5.+|'.1 *2 3.+1% Demali, axtarilan ndéqtalar coxlugu
2 2 2

, _ .2 +/1 noéqtasindan kecan va ab parcasina perpendikulyar
2 2

nhin diz xattdir(sak. 15).

Misul  2.26. Kompleks mistavids
r- A<z barabarsizliklari ile vcrilmis
1< Imz <3

noqtalar coxlugunu tasvir edin.

lolli. \z-2i\ <2 barabersizliyi onu gosta-

rir ki, z noéqtasindan z, =2i ndqtosina

gedar olan masafe 2-dan Kicikdir. Ona

gbra de lz- 21 <2 barabarsizliyini dday-

on noqtalar ¢oxlugu markazi 2i néqts-

sinda va radiusu 2-ya barabar olan dairanin daxilidir.
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1<Imz < 3 sorti iss onu gostarir ki, z noqtesinin y koordinati 1
3 noqtalari arasmdadir. z néqtalar coxlugu y =1 va y = 3 Ufiqi diz

xatlari arasindaki zolagdir. Demali, axtarilan néqgtalar ¢coxlugu saj
kilde gOstarilmis daira ila zoiagm kasismasidir(sakil 16).
Misal 2.27. Kompleks mistavida

z-3fj<2
Fg' barabarsizliklari ila verilmis néqtalar coxlugunu
6
Imz<4
tasvir edin.
a) v)

Sakil 17.

Halli. jz—3| <2 barabarsizliyi onu gostarir ki, z ndqtssindan
z0=3/ noqtasina gadar olan masafa 2-dan kigikdir. Ona gora da
|z—3lj <2 barabarsizliyini 6dayan ndqgtalar ¢oxlugu merkazi 3/

noqtasinda ve radiusu 2-ya barabar olan dairanin daxilidir(sak.
17a)).

argz - L barabarsizliyi
6

n n n wa n 2n
— <argz— <—vaya —<argz<— De-
6 2 6 3 3

rabarsizliyi ile eynigiclidir. Bu barabarsiz-
liyi 6dayan noqtslar c¢oxlugu OX oxu ils

uygun olarag — va bucaqglari amala gati-
3 3

ron slalar arasindaki néqgtalar c¢oxlugu- Sakil 18.
dur(sakil 17b)).
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Loyl H[H] u(lulnML y 4 did/. xHttiim aid olmayair vh ondan
ynln)uu yninnmisUividorr ibarotdir(sek. 17v)). Demoli,

[«[tHilnn A4l w1 v*>xitiljin bn ¢oxluglarin kasismasi olan «sivri»
KAMHH w Imu 1ig 1tlticagdir (ijiokil 1S). Hu dgbucadin sarhadlari ve-
iilnil« s>«*np." mi! deyil,
HHitfl i Aittkildo verilmis gapali oblasti géstaran barabarsizlik-
1H| feUIHIIT yu/in($ukil 19).
tb*1i* Mmm||jun oblastin néqtalar ¢coxlugu markazi z0=-2/ ndg-
IHHM i nlint vo rudinisu 2-yi) barabar olan gapali dairadan ibaratdir.
WIni g/Hn do |r+2/|s2 barabarsizliyini

Otbhivif liiindiin basqa, bu noéqgtalar tepasi
IHNihlitinl baylungici olan scktorun daxilinds
VilWil vnni onlarin arqumentlari
XKWunyyun ijiorl 6dayir. Ona gdra da arqu-
HiHII hi® giymatindan - +org -<n  isti-
bl Gimnk ulvcrislidir. Verilmis coxlugun
N<HW (iciin argz OX oxundan saat ag-
itihinin  uksi istigamatindsa hesablanir va Sakil 19.

it'iitll, m onfldir:————A—r—< argz< -—6- Belos-

lIkIn, nxiarilan barabarsizliklsr sistemi asagidaki kimidir.
[|[I *2i\s2

1 r M

T 4 Sur« ™ -6

Hi/ w—/(z) verilmisdir dedikda, nazarda tuturuq Ki, bu fun-
sMiyn z mistavisinin G ¢oxlugunu w mistavisinin D coxlugima
linikns ctdirir.

Oger Vz,,z2e G va z *z2 ugln /(z,) =w *w2=f(z2) olar-
ua, inikasa birgiymeatli inikas deyilir voa G <>D kimi isara edilir. Bu
lialdn G oblasti /(z)-in birvaraglilik oblasti va f(z) funksiyasi
(" uK) birvaragli adlanir.

Misal 2.29. 1. w=const, w=az+b -birgiymatli vabirvaraqlidir;
2.w=z\ w-e:- birgiymatli, ancaq bir varaqlideyil; 3. w=4z-
birgiymatli deyil.
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G <>D oldugda D -da z =cp{w) tars inikas var va bu tars in
kas D -> G kimi isars edilir. ©gar G -> D inikas! birgiymatlidi:
vo birvaraqgli deyilss, onda tars funksiya haggmda danismaq ol
ancaq o bir varagli olmayacag.

Misal 2.30./(z) -z 1 funksiyasinin haqigi ve xayali hissalarini

pin.

Z2=(X+1iy)2=Xx2- y2+2xyi =u +iv..

Demali, haqiqgi hissa u(x,y) =x2- y2, xayali hissa isa v(x,y) =2x;
olar. Bu dusturlardan istifads edarak /(z) =~funksiyasmin qiy
matini z = x +iy ndqtesinda hesablamaq olar.

Bazi kompleks dayisanli funksiyalarin ifadasini verak.
Ustlii funksiya: er = exy =e'Ccos” +isiny).
Trigonometrik funksiyalar:

Logarifmik funksiya: Lnz =Injz|+i(argz + 2nk), keZ . k=0 oldu

qda loqarifmik funksiyanm qiymatina asas qiymat deyilir v
Inz=In|zj +iargz kimi isars edilir. Onda Lnz =Inz+2LU.

3.1. Kompleks dayisanli funksiyanin kasilmazliyi

ovvalca kompleks dayisanli funksiyanin néqtada limiti an
layisini daxil edok.
Tarif 1. (Heyne monada), ©gor V{zJ->z0 Uglri uygun funksiya

lar ardicdhigr  {/(z,,))}-+wo olarsa, onda deyirlar ki, w0 komplek
adadi f(z), zeG J'unksiyasimn z0eG ndqtasinda limitidir.
Qeyd. zoe G ndqtasi G coxlugunun limit ndqtasidir.

Tarif ©gar zo ndqgtasinin ixtiyari otrafinda G c¢oxlugunun zo-ds
Jarqli néqtalari varsa, onda z() ndglsesina G coxlugunun limit ndq
tasi deyilir.
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M .tf | iSnfii ninnadaj i/*or V/r>0 ugtn 3/1(a,z0)>() varsa kI,
m || #He 4 nildtigda |/(r) wO0|<e olsun, ornla w, kompleks
ANWWel LL/) it 0 funhtiyasimn z0 ndqtssinda limiti deyilir vb
M h 11,40 tullUr:

lig/2) =we

IM.l I I p zn<O c¢oxluguna zO0 noqtssinin desilmis S otrafi
lilt- nozlo, merkezi z0 ndqtesinds va radiusu S olan da-

HVWM * 110gltixindnn basga daxili ndqtalari ¢coxlugu.

UHil | I Imltin llcyne manada tarifindan farqli olaraq, bu terifin

HV. 1,1 |,, vn w0 in sonlu gqiymatlari Giciin manasi var.

llcyne vo Kosi manada tariflar ekvivalentdir.
htwth >1 (Kosi -> Heyne). Tutaq ki, f(z) funksiyasi tarif 2-
M Oilnylr, V/;>0 go6tursk va uygun J(*)>0seg¢ak. Ixtiyari
(fgl*!,, urdicilhgina baxaq vaN(<5()) =N (e): \/n>N{e)
i *|I,, » #1|<O sortini 6dayanN(s)-nu tapag. Tarif 2-ya gore
W* VA) U¢ Un 0 <jr(zn)- WO<f. £>0 Vva{z,}->z0 ixtiyari
Hilln*u UCOn {/(z,,)} -» WO. Yani tarif 1 ddanir.

Annloji olaraq aksini da géstarmak olarT.

Kompleks dayisanli funksiyalarin limitinin yuxaridaki tarifla-
II linglgr doyisanli funksiyalarin limitlarinin tariflarins analojidir.
limi winT do camin, hasilin, nisbatin va s. limitlari hagginda teo-
HM||lur do kompleks dayisanli funksiyalar t¢iin quvvadas qalir. ©gar
y«\mv va f(z) =uU(x,y)+iv(x,y) olarsa, onda ]i)p(f(z) =a+bhi

Iniiliborliyi Hmu(x,y) =a', limv(x,y) =b barabarliklarina ekviva-
v Y30
lenidir.
Indi da funksiyanin kasilmazliyinin terifini verak.

inrif. ©gar f(z), z6 G funksiyasinin z0e G ndqtasinds mahdud
limiti varsa, yani lim/(z) =w0 va w0=f(z0), basga sozls,
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lim/(z) =/(z0) mahduddursa, onda deyirler ki, f(z) funksiyasi

z0e G noqtasinda kasilmazdir.

Aydindir ki, /(z) inikast z0eG ndqtasinin Kicik & otrafini
n, =/ (z0)) ndqtasinin Kicik e atrafina inikas etdirir.

Funksiyanin ndqteds kasilmazliyinin e-8 dilinda terifi:
vis>o U¢lin 3s(e,zo)>0 varsa ki, Vz Ugln |z-z0Q<£ oldugda
[/(z)-/(z0)<e olsun, onda s(z) kompleks dayisanli funksiyasina
z0e G noqtasinda kasilmaz funksiya deyilir. O]

Qevd. Bu tarif G g¢oxlugunun ham daxili, ham da sarhad néqtals-
rina aiddir.
Tarif. z( ndqtasinin ela e atrafi varsa ki, bu satiafda G-nin zQdan

basqa he¢ bir ndqtasi yoxdur, onda z0 ndqtssine G -nin izola edil-
mis noqtasi deyilir.
Qeyd 1. Kasilmazliyin terifindan alinir ki, funksiya z0eG izola

cdilmis noqtadas kasilmazdir.
Qeyd 2. f(z), z&G funksiyasinin z0eG néqtasinda kasilmazlik

anlayisji z¢ = oo sonsuz uzaglasmis noqta Uclin de dogrudur.
Bu zaman Heyne manada tarifds {/(z,)} ardicilhiginda {z]j

ardicilhgina ixtiyari geyri-mahdud artan ardicilliqg kimi baxmaq la-
zimdir.
£-5 dilinds tarifds isa |z-z0j<J sarti |z|>Asarti ils avaz

edilmalidir.
Misal 2.31. w=az+b; w=z; w=const;w=Rez va s. funksiyalari
butin kompleks mistavida kasilmaz funksiyalardir. w=argz fun-

ksiyasi z =0,z =<» va haqiqi oxun misbat yarim hissasindoki nég-

talardan basqa biitiin kompleks mustavida kusilmo/.dir.
Toarif G oblastinin har bir néqtosirids kosilmoz olari funskiya ob-
lastda kasilmazdir va bu bels isarn edilir: /'(z)« C({)

Analoji olaraq /(z)eC(G) ve f(z)eC(dG) anlayi™lari miayyan
edilir.
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Bu zaman Heyne manada zeG va ya zedG coxluglarmdu
knNilmazliyin tarifinde  {z} coxluglarinm elemcntlori ancag

ibe G vaya z,edG c¢oxluglarmdan olmahdir.

3.2. Oblastda miintazam kasilmazlik

htrif. ©gar \/e>0 ucurn 3£(ff)>0 varsa ki, Vz,z2eG (gln
K :,\<S oldugda |/(z,)-/(z2)|<e olsun, onda f(z), zeG
kompleks dayisanli funksiyasina G-da miinteazam kasilmaz fun-
ksiya deyilir.

G -nin e gadar yaxin noqtaleri D oblastmm 8 qgadar yaxin
liéqtolarina inikas olunur.

Aydindir ki, fimksiyanm muintazam kasilmazliyindan onun
ktiHilmazliyi almir. Tarsi, imumiyyatla, hamisa dogru deyil.
Furif 9gar c¢oxlug batinlikle miayyan dairada yerlasirsa, ona
mohdud ¢oxluq deyilir, yani 3R>0va z0:Gc {z:jz- z0|<R).

Bgar kompakt coxlug sonsuz uzaglasmis néqtani 6zinda sax-
lamirsa, onda o, mahdud c¢oxluqdur.
Teorem 3.1. ©gar f(z)e C(G) ve G mahduddursa, onda f(z) fun-
ksiya.si G -de mintazam kasilmazdir.
Isbati. A (S©ksini farz edak). Tutaq ki, verilmis e0 va \&§5, >0 Ug¢ln

hce olmazsa iki zf’.2j'0: \Z\n-z2"J<Sn  varsa ki,
[/(zf'Y-/(z""))|>£-0. 13,->0 olduqgda alarig ki, } ve {Zn)} ar-
thcilhglarr verilmis barabarsizliklari 6dayirlar. Serta goére {i,(n)}
inohdud oldugundan ondan yigilan alt ardicilhg {z[n,)} » z ] secmak
olar. {Z"*1} mahdud oldugundan ondan [2\n))-> z2

olan ardicilhgr scgmok olar. {z,""}-» z,, 6,,~* 0 oldugundan, onda
2 =z2va farziyyamizs osasan |/(z,)-/ (z2)|>s0, bu isa/(z) fun-

ksiyasinin G -dakasilmaz olmasina ziddir T.
Kompleks dayisenli f(z) funksiyasmi f{z) =u{x,y) +iv{x,y)
$i>klinds goOstarrrwk mimkin oldugundan (bdrada u(x,y) ve
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v(ic —haqiqi dayisanli haqiqgi funksiyalardir) asagidaki teorem
dogrudur.

Teorem. f(z) funksiyasinin G-da kasilmaz olmasi Ug¢in zaruri va
kafi sart u{x,y) va wv(x_y) funksiyalarinin (x,y ) mdstavisinin G

oblastinda dayisanlarin killiyatina gors kasilmaz olmasidir.

Bu teorem «kompleks adadlar ardicilhiginm yigilan olmasi
tcln zaruri ve kafi sart onun haqgiqi ve xayali hissasi olan haqiqi
adadlar ardicilhigimn yigilan olmasidir» hokmuandan alinir.

84. Kompleks dayisanli funksiyanin difererisiallanmasi

Kompleks dayisanli funksiyanm téramasi ve diferensiallan-
masi anlayislari haqiqi dayisanli funksiyalarm téramasi va diferen-
siallanmasi anlayislarma analojidir.

Tutaq ki, /(z)eC(G). f(z) funksiyasimn argumentin
Az =z-z0 artimina uygun artimini A/(z) =/(zo+A z)-/(z0) isara
edak.

Torif. ©gar Az -»0(Az =z-z0) Ug¢ln asagidaki limit varsa va son-
ludursa, onda deyirlar ki, f(z) funksiyasi z0e G ndqtasinds dife-

rensiallanan (ve ya monogen) funksiyadir:
af *f
Jiton /A
Funksiyamn téremasini f'(z), w', E vVa ya d kimi isare
z z
edirlar. ©gar yuxaridaki limit yoxdursa, onda deyirlar ki, /(z) fun-

ksiyasinin z0eG ndqtasinds téramasi yoxdur.
Tarif ©goarf(z) funksiyasi z0eG ndqtasinin miiayyon atrafinda

tayin olunmussa va onun artimi tsf(z) =Abz +a(te)\z (burada A
adadi az -dan asili deyil, cc(az) funksiyasi az -» o oldugda sonsuz
azalandir, yani /_l}r_g)a(Az) =0) sokilinda gostorila bllirsft, onda dey-

irlar ki, f (z) funksiyasi z0e G ndqtasindo diferensiallanandir.
/(z) fimksiyasimn z0eG ndqtusindk) diferensiali df(z0) ki-
mi isara edilir ve df(z0)=f'(z0)Az kimi hesablanir.



MUmI 2.32. Téramanin tarifindan istifade edarak w=z2 funksiya-
«llim diferensiallanmasini tadqiq edin.
IMIi. In'=(z0+ Az)2- z2=2z0Az + (J1z)2 oldugundan aliriq ki,

Aw .. 2z,Az+(Az)2 .. 449 _

) —- = lim — 5o = lim(2zn+ Az) = 22z,
1002 >0 a7 Or-*0
IK'imili, w=2z2 funksiyasi istanilen z0 néqtasinds diferensiallanan-
el vu onun téramasi f'(z0) =2z0 kimi hesablamr.

Kompleks dayisanli funksiyamn diferensiali haqgiqgi dayisanl-
V linksiyanin diferensialina analoji tayin edildiyindan cemin, for-
ul, husilin, nisbatin va miurakkab funksiyanm diferensiallari hag-
guula tcoremlar kompleks dayisanli funksiyalar t¢iin da dogru ga-
lir.

Ilk baxisdan kompleks dayisanli funksiyanin téramasi hagiqi
ihtyisonli funksiyanm téramasina analoji olaraq tayin edilir.

orn A_w pz
Lakin kompleks arqumentin artimi Az nainki Az, ham da
nrgAz-in istigamatindan asthdir. Térama isa tarifs gora bu isti-

ilamatdan asili deyil. Ona g6ra kompleks dayisanli funksiyanin to-
romnasi hagiqi dayisanli funksiyanin téramasindan asasl sakilda
furglenir.

Teorem 4.1. ©gar f(z) =u(x,y) +iv(x,y) funksiyasi z0eG noqte-

smda diferensiallanan (monogen) funksiyadirsa, onda z0e G ndg-

losinda Wx(x0,y0), Wy(x0,y0). Vr(x0,y0) vo vy(x0,ya) xususi tdrama-

lori var va onlar Kosi-Riman sortlori adlanan sartlarla baghdirlar:
k(*0.>'0)",'V(Wo)

isbati. A Az =Ax+/Ay i$uro edok. ger limit varsa, onda 0, Az-> 0
Usulundan asili dcyil. Ona goéra de avvalca Az =Ax goturek. Onda
alariq:
Af u(x0+Ax,y0)-u(x0,yB+i(v(x0+Ax,y0)-v(x0,y0))
ﬂ'—ﬂ_ = im—= At )

=ACW 0)+*4(W o)
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Az =iAy gotlrak. Onda alariq:

hTY =_.|iIm“@{o>0+A>Q-KWo)+*M W o +AY)-YIXp,Y0)) =
470iAy Jp)) Ay
=-iuy(x0,y0) +W(x0,y0)

Bu iki barabarliyin sol taraflari barabar oldugundan, onda
sag taraflar da barabar olar. Kompleks adadlarin barabarliyi sar-
tindan alariq:

«w(-Wo)=v,*0>0) i U(*0-Yo) = “m(xom0) ¢
Kosi-Riman sartlarini aldiq. T N
Tutaq ki, /(z) e C(G) va f(z)-u(x,y) +iv(x,y)
Teorem 4.2. ©9gar z0=(xl,y0)eG ndqta sinda u(x,y) va v(x,y)

funksiyalarinin birinci tertib diferensiali varsa va bu funksiyalarin
(x0,y0) noqgtasinda xiisusi téramalari Kosi-Riman sartlari ile bagh-

dirlarsa, onda f(z) Junksiyasi z0eG néqtasinda diferensiallanan
(monogen) funksiyadir.
isbati. AQeyd edak ki, birinci tartib diferensiallarm varligi o de-

makdir ki, AU=ux(x0,y0)Ax +u (x0,y0)ky +C(x,y); lim =0
wri* A

Analoji olaraq yaza bilarik:
AV:V(.( -yO) + V,-(XO,YO)Ay"‘u(x y), ﬂmﬂﬂl&/\ =0nm

C(x,y) =C(x,y) +ij/(x,y) isare cdak. Onda Kosi-Riman sart-
larini nazars almagla yaza bilsrik:
Af _ n,Ax +K,Ay +/v,Ax +iwAy C(Xx,y) _

Az AX +iAy Az
_ UXAX - VKAY +iv¥Ax +iu,Ay  C(x,y)
AXx +iAy Ar

= (‘W) +"W(W o) *E1bl 1

Burada limita kecsak alariq; |Hn — =f'(za) V.

nr-*« Az
Qeydlar. 1 Kompleks dayisanli f(z) funksiyasmin tdramasinin
ekvivalent yazilis formalari:
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() nvy) +NV(x,y) = Va(xy) +fvt(x,y) =ux(x,y) - iuy(x,y) =
* ¥.(X,y)-iuy(x,y)
I'ciercm 4.2 teorem 4.1 -in tarsi deyil.

\ A%RIE"/‘(Z") barabarliyi Ve>0 {clin 3£(£)>0 varsa Ki,

N N olduqda 2; £ hokmu ils eyniguclidur. Buradan

Hilltir ki, ogar /(z) funksiyasi z0eG noqtasinda diferensiallanan-

-mni (1Inonogendirsa), onda o, bu ndqteds kasilmazdir. Tarsi,
Uimimiyysatla, dogru deyil.
MUl 2.33. f(z) =(x}-3xy2)+i(3x -y }) funksiyasinin téramasi-

nt Uipin.

Kini-Riman sarti istanilen ndqteds 6dandiyi Ucln tapirig Ki,

i,(r,y) =3x2-3y 2, vx(x,y) =6xy. Demsali,

("(:) =ux(x,y) +ivx(x,y) - 3x1-3y 2+i6xy =3(x2+2xyi-y2) =
+yi)2=3z2

4.1. Kompleks dayisanli analitik funksiya anlayisi

lorif. ©gar f(z) e C(G) Junksiyusi G coxlugunun bitiin néqtals-
lindo diferensiallanan (manage n) Junk siyadirsa va /'(z)eC(G)
knsilmaz téramalar varsa, onda o bu oblastda analitikdir.
Funksiyanin analitikliyi /(z)e Coo(G) kimi isara edilir.
MeoreT 1 f(z) =u{x,y) +iv(x,y)funksiyasinin G oblastinda anali-
lIk nimasi Gglin zaruri vo kafi sart birinci tortib kasilmaz téramals-
I'In:ntM ,vTyv varhgi vo Kosi-Riman sartlarinin 6danmasidir.
Isbatl. kZarurilik. /(z)eCoo(G) sartindan alinir ki, /'(z)eC (G).
Muradan isa alinir ki, vt,v e C(G). Teorem 4.1-dan alinir ki,
Kosi-Riman sartlari édonir.
Kafilik. ut,uy,vy,vreC(G) sartlarindan alimr ki, u(x,y) va v(X,y)
limksiyalarinin birinci kirtib diferensiallari var. Teorem 4.2-ya asa-
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san / ’(z)eC(G) var va f'(z) =ux(x,y) +ivi(x,y), uxx,y),vx(Xx,y)
kasilmaz oldugundan /' (z) -ds kasilmazdir T .

Qeyd. Goalacakds gosteracayik ki, /(z)eC°0o(G) olmasindan
f'(z)sCoo(G) olmasi va umumiyyatla, V« lcin 3f{r)(z) e Coo(G)
olmasi almir.

4.2. Kosi-Riman sartlarindan alinan naticalar

1) Analitik funksiyanin haqigi ve xayali hissasi Laplas tanliyini
odayir: O]
+we = AM=0; v,, +vy=Av=0.

Dogrudan da, Kosi-Riman ux=,uy =-\\ sartlarinin birinci-
sindan x - 9, ikincisindan isa y - gora térama alsaq ve taraf-tarafe
toplasag uu+uy - Au =0 barabarliyinin, Kosi-Riman sartlarinin
birincismdan y-pg gore, ikincisindan isa x- a gora téramalar al-
saq va taraf-tarafe toplasaq vu+v = Av=0 barabarliyinin dogru-

lugunu alariq.

Tarif Laplas tenliyini (Au-0,Av =0) 06dayan funksiyalara har-
monikfunksiyalar deyilir.

Demali, u(x,y) va v(x,y) funksiyaluri hum harmonik olmali,
ham da Kosi-Riman sartlerini 6deamolidirlor.
Tarif. Ham Laplas tanliyini, horn do Kosi-Riman sertlarini ddayan
funksiyalara qursiligli gosmafunksiyalar deyilir.

Belslikls, alirig ki, analitik funksiyamn ham hyqiqi, ham da
xayali hissasi gosma harmonik funksiyalardir.
2) Kompleks dayisanli z =pe"l  analitik funksiyamn
f(z)-u(p,tp) +iv(p,(p) haqiqi va xayali hissalari asagidaki miina-
sibatlarle baghdir:

=P“,l n, = -pvp.

3) f(z)-R(x,y)emxy) analitik funksiyasinm modulu vo arqumenti

asagidaki miinasibatlari 6dayir.
=Ne,; Ry- -a0
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)) vti 3)-0n dogrulugunu asanhgla yoxlamaq olar. Bunu oxucularu
luviilu cdirik.

4.3. Analitik funksiyanin xassalari

1, Ugur /(z) 6 Coo(G), onda / (z) e C{G).
2. Ogar /(z) 6 Coo(G) va g(z) e G=0G , onda
(/(*) +9(2)) e Coo(G), (f(z) m{z)) e Coo(G),

/ {ileCoo(G), g(*)*o0.

3, Ogar w=/(z)eCoo(G) funksiyasiz kompleks dayisaninin anali-
lik funksiyadirsa va demsali, onun giymatlor coxlugu D -da w
kompleks mistavisinda § =<pw) e C°0o(D) analitik funksiyasi tayin
olunmusdur, onda z kompleks dayiseninin funksiyasi olan
/m(z) =<p(f(z))eCoo(G) funksiyasi G oblastinda analitikdir.

4. Tutag ki, w=f(z) =u{x,y) +iv(x,y)eC<»(G) va f'(z0)* 0,
e G. Onda w0 =f(z0) ndqtasinin atrafmda
z = (p(w) e Coo(jw- wO <e) tars analitik funksiyasi tayin olunmusdur

ve <pW0) =-
I'(*,0)

Isbati. A Tars funksiyanin varligi tg¢ln u=u(x,y) va v=v(x,y)

tonliklarinin wo =/(z0) ndqtasinin strafinda x,y dayisanlarins 1s-

zaran halli zaruridir. Basqa so6zls, bu tanlikler x,y dayisanlarini

u,v funksiyalari vasitesilo geyri-askar ifada edir. Bunun ucin isa
u! M1
A\
fayatdir. Kosi-Riman snrtiHrini nazars alsaq, alariq:
n. u

vC vV
z =¢>(w) tars funksiyanm varligi isbat edildiT.

Zq nogtasinin strafindu :0 sartinin yerina yetirilmasi ki-

= 4avy —WW-m3 +vy =/ (z0)[*0.



— =— munasibatini qurmaqgla va f'(z0) * 0 sartini nazara
aw  Aw

Az
almagqgla in varhgini va kasilmazliyini isbat etmak olar.

5. Tutaq ki, x,y mustavisinin birrabitali G oblastinda f(z) analitik
funksiyasinm haqiqi hissasi olan u(x,y) funksiyasi verilmisdir. On-

da bu funksiyanin xayali hissasi additiv sabit dagigliyi ile miayyan
olunur.

isbati. AKosi-Riman sartlarine asasan namalum v(jc,>")flinksiya-
sinm diferensiali u(x,y) funksiyasina asasan birgiyr*ptli tayin olu-
nur: du=wdx+vrdy =-uwx +uxdy. Diferensial hesabindan bilirik
ki, iki dayisanli funksiyani onun tam diferensialma asasan additiv
sabit daqiqliyi ila tayin etmak olar v.

Misal 2.34. Verilmis haqiqgi hissays n - xr- y2+2x malik analitik

funksiyani tapin.

ovvalca asanligla yoxlayirig ki, verilmis funksiya Laplas tan-
liyini 6dayir, yani harmonik funksiyadir. Daha sonra Kosi-Riman
Aartlarindan tapirig ki,

Vg = -UY =2y Vo V)= Uy=2X+2.

Bunlardan birincini x -8 nazaran inteqrallasaq alariq:
v= \2ydx = 2xy +<p(y), burada <p(y) funksiyasi y dayisanindan
astli ixtiyari funksiyadir.

(p(y) funksiyasini miayyan ctmak dc¢ln alinan b sonuncu
barabarliyi y dayisanina nazaran diferensiallayib, Kosi-Riman
sortlarini nazara alsaq, alariq:
v(=2x+g(y) =2x+2; (p'{y)~ 2 va ¢(y) =2y +c, burada c ixtiy-
ari sabitdir. Demali, verilmis u(x,y) funksiyasi ile gosma liarrnonik
funksiya v(x,y) =2xy +2y +c¢ saklindadir. Onda uxtarilan analitik
funksiya asagidaki kimi olar:

[ (r) =u(x,y) +iv(x,y) =x2-y 2+2x +i{2xy +2y +c¢) =
= (X2+2xyi- y2)+ (2x +2yi) +c=(X +iy)2+ 2(x +yi) +ci T

=z2+2z +cCi
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ftl gnidu = («,,«,), gradv = (v(,v,).

iHrodu.gradv) =uxx+uwy =-uyvy +uyvy =0 . Bels ki, qradientin
HHViyyo xotlarina pcrpendikulyar olmasmdan alimr Ki, saviyya xat-
Itui (u(x,y) =C, v(x,y) =C) qarsiligh perpendikulyardir.

Ninln kompleks dayisanli funksiyalara numunaler.

I /'(;) =C funksiyasi butun genislanmis kompleks miistavida arra-

litlkdir vo f'(z) =0.

? t(z) =az +b xotti funksiyasi butin kompleks mistavids anali-
lkilir va f'(z) =a .

\ /(2) =— funksiyasi z * 0 néqtasindan basga har yerda analitik-

ilir.
4 | (z)—" funksiyasi (n-tam adaddir) bitin kompleks mistavi-

ilo analitikdir va f\z) =nz" 1.

3, f(z) -z-x-iy funksiyasi analitik deyil. Clnki ux=1*v}=-1.
Mlsal 2.35. f(z)=(xi-3xy2)+i(}x2 -y') funksiyasimn térama-
Nini tapin.

Knsi-Riman sartlarindan aliriq ki, nk=3xr-3_y2, vt =6xy . Onda
/'(z) =3x" -3y 2+ibxy =3(x2+2ixy - y2) =3(x +iy)2=3z2.

Misal 2.36. Xayali hissasi u(x,y) =3x+2xy olan va /(-/) =2 sar-
lini 6dayan f(z) analitik funksiyasini tapin.

Halli. ©vvalca tapirig ki, vy =2x ve v, =3 +2y. Kosi-Riman sart-
lorini nazars alsaq: ut =2x.

Onda bunlardan birincini x-8 nazaran inteqrallasaq alariq:
u(x,y)= J2xdx =x* +<p(y)< burada <p(y) funksiyasi 7 dayisanindan
asth ixtiyari funksiyadir.

<p(y) funksiyasini miayyan etmak Uclin alinan bu sonuncu
barabarliyi y dayisonino nazaran diferensiallayib, Kosi-Riman

sartlarini nazara alsaq alariq:
vr = <p'(y) =-(3 +2y) vi) inteqrallasaq
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c(y) =- +2y)dy =-3y -y 2+, burada c ixtiyari sabitdir. Dema-
li, verilmis v(x,y) funksiyasi ila qosma harmonik funksiya
u(x,y) =x2-3y -y 2+c saklindadir. Onda axtarilan analitik funksiya
asagidaki kimi olar:
f(z) =x' - 3y2-y2+c+i(3x +2xy).

Sorts gbéra /H ) =2. Onda x=0, y=-1. Ona goéra da
[(-]) =3-1+c+/ 0=2+c=2. Buradanaliriq ki, ¢ =0.
Demsli,
[(z) =x2-3y2-y2+c +i(3x+2xy) =x2-3y2-y 2+/(3x +19y) =22+3iz .

85. Kompleks dayisanli funksiyanin inteqrah

5.1. Haqiqi dayisanli kompleks funksiyanin inteqrali m

Tutaq ki, [a\b] parcasmda haqiqgi dayisanli kompleks giymatli
w=f\t) = x{t) +iy(t) funksiyasi verilmisdir. x(t),y{t)eC[a,b]. f{t)
funksiyasmin [a\b] par¢asinda muiayyan inteqrali asagidaki kimi
tayin olunur.

h h h
JE()dt = jx(t)dt +ijy{t)dt
Bu halda miayyan intcqralin analoji xassalari 6z dogrulugunu sax-
layir.
b h h
LoOA(f(t)y+g(t))dt = \f(t)dt+ \g{l)dt

h h
2- j(kf(t))dt = kjf(t)dl, k =const

[d I
)] v h

3. jf(t)ydt= jf(t)dt + 1f(t)dt,

1] 1] c

4. 1f(1)dt =0, 5. "\f(t)dt=-1f(t)dt,

6. jf(t)dt <\f(t)\dt
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5.2. Hisso-hissa haniar ayri

Ililink ki, mistavi lzarinde har bir ayri parametrik sakilde
am), y =y(t), te [«/>] tonliklari il verila bilsr. BurudH

\(4 \(I) flinksiyalari haqiqi dayisenli hagiqi funksiyalardir. Bu
IIkNiyHiar  x(t)ty{t)eC[cr,b\, yani kasilmazdirlar va x'(t),y\t)
liitkNiynlar [<//T —do eyni zaraanda sifir deyillar, xa (t) +y'1(t) 0.
Miliin bu nyriya hamar ayri deyilir. 9gar ayri gapalidirsa, onda
*bI>- x(b), y(a) - y(b).

Sonln sayda hamar goévslardan ibarst ayriys hissa-hissa ha-
llitt nyri deyilir.

rutag ki, z mdistavisinin D oblastmda kasilmaz
/1>) - u{x,y) +iv(x,y) funksiyasi va
IMtylingic néqtasi z0, son noqtasi ise
I olan hissa-hissa hamar C ayrisi

V»Tilmisdir(sek. 20). C ayrisi ham
nmekK), hr»m da gapali ola biler. Qapali
nhligda z,=z0 olur. C ayrisini z0-

inli ;,,-o dogru z,,z,,...,2,, , noqtalari
VHHIUSls elementar qévslary bélak:

= + Yk (sakil 20).

2- V. =Azk=Jix* +iAyk, Axk=xk- xkA, Ayk=yk- yKA,
A 12.., isara edak. Azk vcktoru zkA ndqtsesindan zk néqtasina
iloftrn istigamatlonmis vektordur. |Az* -bu vektorun uzunlugudur.
Uni bir clementar qoévsin ((zk,;zt)) ixtiyari hissasinda uygun ola-
g Ck- Ck+irjk ndqtosini goturak va asagidaki cami dizaldak:

-v(CK,rjk)Ayk) +
(= | Kl

AN, + u<XK,rjk)Ayk)
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IAz) kamiyyatlarinin an boéylyini maxiAz) ils isars edak.

k=\,n" 1

maxiAzt 1-> 0 olduqda yuxaridaki ifade da sag tarafdaki camlarin

har biri sonlu limits yi1gilir ve bu limit C ayrisinin elementar qovs-
lara ayrilmasi Usulundan ve Ck néqtalarinin secilmasindan asili

deyil. Bu limitlar uygun ikinci név ayrixatli inteqrallara barabardir:
judx-vdy va jvdx +udy
C C
maxiAzJ -> 0 olduqgda sol tarsfdeki cem da sonlu /I\imita yigihir ve
bu limit da z( va Ck noqgtalarinin secilmasi Usulundan asili deyil.
Bu limite C ayrisi boyunca f(z) =u(x,y) +iv(x,y) funksiyasmm
kontur inteqral deyilir va asagidaki kimi isars edilir:
I/ (z)dz - “udx - vdy +i”vdx + udy
c c c
Tarif f(z) =u(x,y) +iv(x,y)funksiyasinin C ayrisi lzra inteqrali els

bir kompleks adaddir ki, bu adadin haqiqi va xayali hissasi uygun
olaraq f(z) funksiyasmm haqiqi va'xayali hissalarmin Il riév ayri-

xatli inteqralidir:

Jf(z)dz = |[w(X,y) +iv(x, y){dx +idy) = judx - vdy +ijvdx +udy
c c c c

5.3. Kontur intcgralinin xassolori

Kontur integrahnin giymsati intcgrallama istigamatindan asili-
dir. Kontur lizre harakat zamani mishat istigamat o istigamat gabul
edilir ki, kontur izra harakat zamam oblast solda galsin.

Misbat istigamatda integrallamani J/(r)c/z kimi, ya da sa-
c*

daca olaraq Jf(z)dz kimi isars edirlar. Manfi istiqgamot Uzra inte-

C

grallamani isa jf(z)dz kimi isara edirlar.
r
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OHH/AM iitlcgmlinin tarifindan alinan sads xassalari:

[ * - J/(2)rfz;
C

\I'(t)dl mk [f(z)dz, K =const;
C

KN*) +i2(2))rfz= ji(z)efe + jg(z)Jz.
C C

4 fl(z)dz- jf(z)dz +... + J/(z2)<iz

»11rfd ur,, r, C.,

M = |n 2<&<MLC, burada |/(z)| <M, = Zc - konturun
I ¢ C
Hfunlujudur.

it I'itiuinetra gora integralin hesablanmasi:
h

i1( )d: = ff(z(1)z' (t)dt

y Z=20+R0CV
Mistil 2.37. z 0 <(p<2n i ’\dcp =2mn
Z_Zn
dz = iRwel@(p

Nnlliu na -R0 dan, na do z,-dan asili deyil.

1 lhiyisanin avaz edilmasi. Tutaq ki, 3<p(4) var ki, z =(p(¢) fun-
Kniyusi C konturunu £ maustavisinda ' konturuna inikas etdirir va
ru>. Ck(D) funksiyasi D oblastinda birvaraqglidir, D oblasti §
illsInvisinda yerlasir vo ' konturunu 6z daxilins alir. Onda

jj\z)dz =
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86. Kosi teoremi

6.1. Komakgi anlayislar. Qrin disturu

1 Tarif Bgar mustavisinin G oblasti ¢lin bltln daxile ¢akil-
mis coxbucugldarin sahalari coxluguriun Sup (p ), bitin xarica
¢akilmis coxbucaghlarin sahalari ¢oxlugunun Inf (P2)—)na bara-
bardirse, yani Pt=P, olarsa, onda G oblastina Jordan manada 6l-
cille bilan oblast deyilir. p =P2- P-ya G oblastinin Jordan mana-

da sahasi deyilir. —

Oblastin 6lcula bilan olmasmin kafi sarti oblasun sarhadinin
hissa-hissa hamar olmasidir.
2. Olguls bilan G oblastinda hissa-hissa kasilmaz f(x,y)eC(G)

ve mahdud olan \f(x,y)\ <A funksiyasi tGcin || f(x,y)dxdy inte'
G

grali var va bu inteqral uygun inteqral camlari ardicilliginm limiti-

dir.

3. Torif ©gar G oblasti Ugln mustavinin ixtiyari gapali ayri We

mahdudlasmis hissasi butinlikle G -ys daxildirss, onda G -ys bir-

rabitali oblast deyilir.

4. Qrin dusturu. Tutag ki, P{x,y),Q(x:y)eC{G), dG iss hissa-
hissa hamar konturdur va PKPv,QKQye C(G’).Onda

\Pdx +Qdy =JJ(0t - Py)dxdy m

rc; G

6.2. Kosi teoremi. Coxrabitsali oblast hull

Kosi teoremi. ©gar /(z)eCoo(G) ve G bimihitoli oblastdirsa, on-
da ixtiyari gapali / ¢ G konturu {ciin

\,f(z)dz =0

isbatl. A

Sekil 21.
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1f(z)dz = "udx - vdy + i*vdx + udy(;:"I

Yy r Yy
Q<‘ rr rr K-R
= \\{-vx- ny)dxdy +i \\{u. - vy)dxdy =
€] 6"
K R
J(wr - uv)dxdy +/JJ(vv- vv)dxdy =0 v.
G G
Oblastin birrabitali oblast olmasi sarti vacib sertdir. Masa-
M, G oblasti dairavi 1<z <3 halgasi olan hal ugtin

1'(z) =- e <?»(G) funksiyasmi gotirsak, gorarik ki, f~ - 2w *0e

z \
liu, onunla baghdir ki, |z =2 konturu /(z) funksiyasmin tam anali-

lIklik oblastimn sarhadini amala gatirmir.
Torif. ©gar f(z) g C(G) funksiyasi G oblastimn butiin néqtalarin-

lln analitikdirsa, onda G -ya funksiyamn analitiklik oblasti deyilir.
Torif. ©gar /(z)eCoo(G) va f(z)eC(06),ysani f(z)e C(5G) olar-
sa, onda deyirlar ki, f (z) funksiyasi G gapah oblastinda analitikdir
f(z)e Coo(G). Tarif coxrabitali oblast hali ¢iin da dogrudur.

Aftfi teoremi (ikinci). ©gar f(z) e Cm(G) ve G birrabitslidirss,

nnda j/(z)c/z =0’
cG
Tcorem coxrabitali oblast hull ii¢tiin asagidaki kimidir.
Teorem. Tutuq ki, J\z) e C°0(G), G coxrabitslidir, xaricdan CO0,

duxildan isa kunturlari ile mehduddur vs tutaq Kki,

/(z)eCo0(G). Onda jf(z)dz =0, burada C ayrisi G oblastinin
C
him sarhadidir ve C =C;,UC, UC2U..UC,,, istigamat musbatdir.

Isbati.L CO konturunu C,,C2,..,.C/lkonturlari ila birlasdiran va bir-
biri ile kasismayan hamar y{yr,..,yn ayrilarini ¢akak(sak. 22). On-
da CPC,,..,C,, konturlari va ayrilari ile mahdudlasmis
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oblast birrabitali olar. Bels Ki,
W>73 ayrilari ile harakat iki

istigamatlidir. Kosi teoremina (Il
teorem) go6ro bu oblast Uzra inte-
gral sifra  barabardir.  Ancaq
WYi'-'iYn ayrilari izra harakat iki
istigamatli oldugundan cemlamada
onlarin eami sifra barabar olar.

Ona gora'ds §9k|I 22.

J(z)cfe = jl(z)clz+ ..+ 3I(z)(/z-0 T. ®
c: (o c:

6.3. Kompleks dayisanli funksiyanin geyri-myayyan inteqrali

1 ©gear G-birrabitali va /(z)eCoo(G), onda Vz,z2eG gciin

jf{")d<” integral inteqrallama yolundan asili deyil. Qeyd olunmus

zueG lcln jf(Q)d<!; =F(z) funksiyasi yalniz z dayisaninin fun-
a

ksiyasidir.

2. Qeyri-miayyan inteqral. Tutag ki, G-birrabitali oblastdir,

[(z)eC(G), ixtiyari gapali y ¢ G konturu Ugiln jf(2)dz=0- Onda
Y

M(C)dG =F(z) funksiyasina /(z) fUnksiyasinm geyri-miayyan

integrali deyilir.
F(z) funksiyasinin xassalari.
Teorem 1. ©gar G birrabitali, f(z) <('(G) va ixtiyari gapal yc G

konturu Gcun j/(z)dz=0e¢ Onda F(z) funksiyasi var va
Yy

F(z)e Coo(G).
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hinthi A

¥ N oldugda.
hinndiin ahirig ki, lim 2 =F'(z) =f (z) e C(G) mBu isa o demakdir

kl, /'(z)e Coo(G).T
6.4. Qeyri-muiayyan inteqralin xassalari

I Ibtidai funksiya anlayisi. Tutaq ki, /(z)eC(G). Onda
/'(leCoo(G) va F'(z) =/(z) sertini ddayan ixtiyari F(z) funksiy-
Ul /(z) funksiyasmm G -da ibtidai funksiyasidir.

(Jrydler:
1 h\z) -geyri-miayyan inteqrali birrabitali Ci oblastinda f(z)

ftinksiyasmin ibtidai funksiyasidir.

2 ©ger F(z) ibtidai funksiyasi varsa, onda onlar sonsuz saydadir va
bir-birindan additiv sabitls ferglonirlar:

00 - F2(z) =0= Ft(z) =Fj(z) +C

Il. Nyuton-Leybnits diisturu. ©gar G -birrabitali, /(z)eC(G) ve

Ixtiyari gapali ya.G konturu Uclin \f(z)dz =0 olarsa, onda

=F(z2)~ F(zt), burada F{z) funksiyasi /(z) funksiyasmm
ixtiyari ibtidai funksiyasidir.

I11. Sonlu artim disturu, iimumiyyatls, dogru deyil.
/(b) - f(a) =(b-a)f'(c); ce(a\b).
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IV. Kosi-Adamar disturu. Tutaq ki, G -birrabitsli, /(z)eC°0(G) va

ixtiyari qapali / ¢G konturu iicin J/(£)dE =0e

Onda jf'(C)dC =f{z +Az)-/(z)-

intcgrallama yolu kirni z vaz + Az noqtalarini birlasdiran diiz xatt
parcasini gotirsak, alariq: £ =z + Az<9; 0 <6< 1; dC = AzJ6>.

I
[(z +Az)-f(z) =Az"'(z +Az9)dD -Kosi-Adamar di“uru.

0
V. Analitik funksiyanin integralini hesablayarksn integrallama kon-
turunu funksiyanin analitiklik oblastindan ¢cixmamagq sarti ile istani-
lan formada deformasiya etmak olar. inteqrallama konturunu Kosi
tcoreminin imkan verdiyi sakilda dayismakla bir sira inteqrallar
asanligla hesablamaq olar.
Misall 2.38. 23-cu sakilda tasvir olunmus kon-

tur zra (— integralini hesablayin.

A
¢ z

Diggat yetirsak gorarik ki, kontur heg¢ bir
diisturia verilmayib. Vacib olan onun baslangic
va son noqtalarinin verilmasi ve koordinat bas-
langicmi ne¢a dafs dolanmasidir.

Biz konturu els deformasiya etmaliyik ki,
integrah asanligla hesablamaq mimkin olsun.

Qeyd etmak lazimdir ki, inteqrali asagidaki
iki tip kontur Uzra asanligla hesablamaq olar:
birinci -haqiqi 0X boyunca: dz =dx,
11
f— =Ind(x>0); ikinci-markazi z=0 noqt»-
Iz
sinda va radiusu p olan ¢evra gqovsu boyuncu. 13u cevrada z = pe'e,

dz =ipetd 0. j— =i"d6, burada p,<p-polyiir koordinatlardir. Onda

konturu sagda gostarilmis kimi deformasiya etsak, yani radiusu cev-



lit boyunca iki dafa va ¢ radian bucaqg gadar kecid etsak, alariq ki,
llllogrul Inp +4m +icp-ya barabar olar(sak. 24).

87. Kosi integrali
7.1. Kosinin inteqgral dusturu
Tutaq ki, /(z)eCoo(G). f(z0), z0eG funksiyasmi onun dG -

tluki qiymatlari ila ifada etmak talab olunur. ¢(z) = funksiy-

v baxag. Aydindir ki, <p() = e Cx>(G\z0) mOna goOra ds,

ttgur G oblastinda zOndqtasini 6z daxilinda saxlayan gapali y kon-
lurnnu gotirsak, onda cp(z)qapalt y konturu va dG arasmdaki bir-
rubitali G* oblastinda analitik olar. Coxrabitali oblast tg¢lin Kosi
Icoremina gbre <p(z) funksiyasmm 3G U/ konturu Ulzra inteqral
hifra barabar olar.

oldngundan alariq Ki,

Barabarliyin sol turufindaki inteqgral konturun segilmasindan
usth deyil. Ona gora da sag tarafdaki inteqral da bu xassays malik-
ilir. Bels oldugda integrallama konturu avazina markazi z0 néqts-

sinds ve radiusu p olan y cevrasini goturmak alverislidir.

£=20+pe'l, dC =ipe*(I<p oldugunu nazara alsaq, alariq:

(1)

ILN(#)“1(r,)]# +1 if(z0)dp = + 2mf(z0)
0 0
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I-ni giymatlandirak. |/| <2n max(/(E) - /(z0)).

p -> 0 oldugda £(p) -> z0 olar. / (z) funksiyasi G - da analitik va
demsli, kasilmaz oldugundan \/e>Q U¢lin 3<J(*)>0 var Kki,
\G(p)~ z0\<d olmasmdan |/(”~)- /(z0) <salinir. Bu iss o demak-
dir ki, p -» 0 oldugda / -> 0 olar.

(1) barabarliyinin sol tarafi va sagdaki ikinci toplanan p -dan
asili olmadigindan limite kegsak alariqg.

[(zO)=— f dg. Bu dustur Kosinin inteqrafdisturu adla-
2nr'ml.#-20

nir.

Qeydlar:

1 Bu distur ham birrabitali, ham da cox rabitali oblast ti¢ciin dogru-
dur. Coxrabitali oblast halinda dG oblastm musbat istigamatda ke-
¢idi olan tam sarhadidir.

2. [Jd~Ldg soakilinda inteqral z0 ndqtasinin kompleks

mustavide z0gdG serti gozlanilmakls istanilan vaziyyati Ucln
dogrudur.

209G

zoe G

3. Kosinin inteqral dusturu istanilon zneC'c.G konturu dgin
dogrudur.

7.2. Orta qiymat dusturu. Modulun maksimumliig prinsipi

a) Orta giymat disturu.
Tutagki, /(z)eC°0(G) va z0e G ndqtasi birrabitoli G oblas-

tinin daxili ndqtasidir. Markazi z0 ndqtssinda va radiusu R -8 bara-
bar olan va butinlikla G -da yerlasan cevra gotiirak. Onda
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M1,,1-Trr f~ -~ = (f =z,+Re").
2N ,K-<-2»
3* ;
j/(z0+ Re'v)</p=—- [/m(£)<&, = Rdc
oy ) ( )</p 211R[ ()/ p

1
/(1 j I (™)cn -bu dustur or/a giymat disturudur.
() 2n4

/*) Modulun maksimumlugq prinsipi.
Nuur J\z)eCoo(G) va /(z)* cwzs/, onda |/(z)| funksiyasi 6zinin

mitksiniumunu ancaq dG sarhadinda alir.
Isbtili. A(eksini farz etmakls).

l'utaq ki, 3206 G: |/(z0)=M >1J/(z)|, Vze G .

n < e [l/(E)|<& <M . Buradan alinir ki,

24R0 Shiio

\\f(¢)\ds =M . CO markazi zMoqtesinds va radiusu R®lan
29/,

cevradir. |z—z0/=J10, c0c G, £ =z0+RClp, ds=RQicpnazara al-
ntg: |/(£)|=M, V7eCO igin. Dogrudan da, \f(g)\iM, V£eCO
lit;iin, farziyyamiza gora. Indi farz edak ki, har hansi£(e CO ndqte-
Ninde \f(CO)\<M &danir. Onda

[(£) funksiyasi CO-da kasilmaz

oldugundan uzunlugu LO olan yO0

qovsi  var ki, £0e y0 {cin

\('(O\<M -€,£> 0 (cevranin

ilalan  hissasinda  V£eC0//0

iictin \f(§)\=M ). Onda
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<[M~NTh + =M - -2 _<M . Buradan isa aliriqg
2nR, 27R0

ki, M <M . Bu isa ola bilmaz. Demsli, |/(£)|=M , V~gCO0 ugiln.
Buradan isa alariq ki, \f{C\=M (£ eC', z-z0=R'<R0). Demali,
/(£)] =M {geKO0, |z- z0|<R0)» Buradan alirig ki, [/(z*)| =M,
Vz*e G. Bunu gostarak. z0 ve z* ndqtslarini dG sarhadindan an
az1 rf>0 masafasinds olan LaG ayrisi ila birlasdirak(sak. 25).
z, =C, ML gotlirak. |/(z,) =M ol'dufundan |/(E)|=M , "e [f,:
lz—z,| <A, 2, >d olar. z, =C, RL gotiirak va bu prosesi davam
etdirsak sonlu sayda addimdan sonra alariq ki, \f(E)\ =M , Kn?
\z-zn\<Rr va z*eKn, Belslikla, agar |/(z)|] maksimum giymatini
oblastin daxili néqtasinda alirsa, onda butiin oblastda \f(z)\ s M .
Kosi-Riman sartlarindan /(z) = analitik funksiy-
asinin modulu va arqumenti tciin Rs- /M>(; = -/?®y munasibat-
larindan aliriq Ki, |/%(z)| =cow.v/, Vze 6’. Bul iss sarta ziddir. Belslik-
ls, isbat ctdik ki, agar |/(z)| * const, onda 0 6z maksimum giymatini
daxili néqgtalards ala bilmaz. Ancag \f(z)\ linksiyasi G-da kasil-

maz oldugundan, onda o, maksimum qiymatini lior hansi zeG
noqtasinds almalidir. Demali, 1/(z)| max giymatini surliad néqtals-

rinda alir v.
Qeydlar:
1 Bger /(z)eCoo(G) va /(z)~0,VzeG, onda modulun mini-

mumlug prinsipi dogrudur. isbat etmak iciin <p(z)=f(*) funksiya-
z

sina baxmag va modulun maksimumluq prinsipindan islifads etmak

kifayatdir.

2. Teorem ham birrabitali, ham ds coxrabitali oblast tGg¢ln dogru-

dur.
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I Kmdasi interpretasiya: analitik funksiyanm haqiqi ve xayali his-
\mk>n olan iki haqiqi dayisanli u(x,y) va v(x,y) funksiyalari G-da
litkal ekstrumumlari yoxdur, ancag yshar ndqtalarina malik ola bi-
. Kk Bu funksiyalarm saviyya xatlari gapali deyil, basqa soézls, ya G
oblastimn sarhadins catir, ya da geyri-mahdud oblast halinda son-
sii/Juga uzamr. G oblastimn daxilinda bu funksiyalarm butun isti-
gainatlards ya artma, ya da azalma ndéqtslari yoxdur.

§ 8. Kosi tipli inteqral va onun xassalari
8.1. Kosi tipli inteqgral

lutag ki, C -uzunlugu L olan hissa-hissa hamar ayridir: “ds =1
c
Vi)/(f) ixtiyari feC noqtesinds kasilmazdir. Onda z<£(3

1 F
oldugda F(z) — f-— ~d% funksiyasi var. Bu inteqrala Kosi

tipli integral deyilir.
Teorem 8.1. vz0£ C ridgtssinda F(z0) diferensiallanandir va

isbati. ATutaq ki, z0z0+Az£C. Onda z0g C oldugundan,
10>0 va d0>0 var ki, jz- z0 < SO gapali dairasi C konturundan
sonlu masafada dQ>0 vyerlasacakdir. Tutag ki, |Az <S0. Onda
Vefe C: E- ZA> d*\ - - Azl>ck e



mAf(C)\WSz\L
a — <t
a7 '(£-20-A2)(E-20) 20

|az| <S <SO oldugda alariq ki,

AF 1 “E)
3hm =F (zQ=— -"vydg V.
*~°Az (29 2m —zO)y J
Qeyd. F'(z), z<zC funksiyasmm kasilmazliyi analoji olaraq
|AF’(z)| giymatlandirilmasinin kémayi ils isbat edilir.

Teorem 8.2. zg C oldugda F(z) e Cco(E\C) (Artiq isbat edilib).

8.2. Kompleks dayisanli fimksiyamn butin tartibdaii
toramalarinm varhgi

Teorem 8.3. z&C oldugda F(z) funksiyasmm ixtiyari n ii¢ln
bi'itlin tartibdan kasilmaz tdramalari var va

Fw oy =" F, ') g,
2m>(C-zX
Bu teorem riyazi induksiya mctodu vasitasils isbat edilir.
Teorem 8.4. (9sas). ©gar f{z) e C<x>(G), onda \fn ve VzeG
uctin 3fM(z)eCoo(G).
isbatl. ATutaq ki, z0eG. z0 néqtssini 6ziinde saxlayan va G-do
galmagla z0-a sixila bilan C konturunu quraq. Onda Kosinin inte-

f(di
gral disturuna géra /(z0) = — \'f,( }rd(;. Bu, isa Kosi tipli in-
2m*{g-z0)
teqraldir. 3 /("Kz0) = d¢. Buradan alinir ki,

f in)(z)eCoo(G), Vz0gG T.
Belalikla, agar F(z) funksiyasi G -da analitikdirsu, oinda onun

G -da bitun tertibdan kasilmaz téramalari var. Bu, kompleks dayi-
sonli funksiyam haqiqi dayisanli funksiyadan farglandiran asas
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\iisusiyyatdir. Bels ki, haqiqi dayisanli fimksiyanm birinci tartib
kiisilmaz téramasinin miayyan oblastda varimdan, imumiyyatls,
yiiksak tartibli téremalarinin varhidr ¢ixmir. Masalan, y(x) =x|x

hiiilin adad oxunda kasilmazdir, onnn téramasi y'(x) = 2|x| ds elaca
kosilmazdir, ancaq y"(x) yoxdur.

83. Morer va Liuvill teoremlari
Mover teoremi. ©ger /(z)eC(G), G-birrabitali oblast ve

VicG: jf(z)dz =0,0onda /(z)g CqoG).
Y

Isbatl. ATeoremin sartleri daxilinde 3F(z) = '*(g§)dg§ e Cco(G)

(6.3-da teorem 1-s asasan ) z0 va z noqtalari G-nin ixtiyari n6g-

lolaridir.

inteqral isa bu noqtalari birlasdiran va G -ya daxil olan ixti-
yari kontur Gzre gotiuralir. Bels ki, F'{z) =f(z). Lakin analitik fun-
ksiyanm téramasi da analitik oldugundan (teorem 8.4), yani
K"(z) ¢ C{G)+Demali, F"(z) =f'{z) ¢« C(G).T

Qeydlar:

1. Vlorer teoremi misyyan meanada Kosi teoreminin tarsidir.

2. Teorem 8.4 vo Morer teoremi c¢oxrabitali oblast tc¢in da dogru-
dur.

Uuvill teoremi. ©gar f(z)e Coo(E) va f(z) pconst, onda z -» cc

olduqda |/(z)| —o0o0.

Liuvill teoreminin digar ifadasi:

<)gar f(z)g Cco()va3A/:1/(2)] <M, Vzwew? f|/(z)| miintazam
mohdinddur), onda f(z) =const

isbati. A /'(2)

icmin hékmina vtsason 3A/:j/(z)|<M var va R - dan asili deyil.
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= Bels i?-i kifayat gadar boyiuk (R->7
2kR" R yet d y (

secmak olar, f\z) isa /?-dan asili deyil. Onda bitin kompleks
mistavida|/'(z)| =0. z ixtiyari oldugundan :/'(z)| = 0-bitin E
kompleks mistavida. Demsali, vz Uc¢lnf(z) =const. v

Torif ©gar /(z) ECod(E) (E -bulin kompleks miistavi) (z * o0),
ona'a f (z)funksiyasina tamfunksiya deyilir.

Sabit olmayan tam funksiya miutlaq giymatce mahdud ola
bilmaz. Masalan, sinz va cosz funksiyalari tam funksiyalardir va
modulca geyri-mahduddurlar.

Qeyd edak ki, kompleks dayisanli funksiyalarm inteqgrallarini
hesablayarkan, haqigi dayisanli funksiyalarm integrallarim hesab-
layan zaman istifads etdiyimiz dayiseni avazetma va hissa-hissa
integrallama usullarmdan istifade etmak olar.

Elsea do geyd edak ki, inteqrallama yolu z0 néqtasindan ¢i-
xan suadirsa va ya markazi z0 noqtasinds olan ¢evranin hissasidir-

so, onda z—z0=pe® avazlomasini aparmagq magsadauygundur.
Birinci halda ¢ =const, p ise haqiqi inteqrallama dayiseni olar.
Ikinci halda p = const, < isa hagiqi inteqrallama dayisani olar.

Misal 2.39. j(\+i-2z)dz integralini he-
c

sablayin. C-konturu y - x2 parabolasiiun

golu tizarinds z =0 ve z2=1 +/ noqtals-

rini birlasdirir(sak.26).

Halli. Inteqgralalti funksiyani asagidaki ki-

mi yazaq:

f(z) =\+i-2z=\+i- 2(x-iy)- (1- 2x) +/(1 + 2y).

Onda n- 1- 2x; v=1+2y va dz =dx+idy oldhigununnazars al-
saq, yaza bilarik:

jA+i-22)dz =j@ - 2x)dx - 1 +2y)dy +iJ@1+2y)dx- (1 - 2x)dy
C C C
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I \', onda dy =2xdx , x e [0;1]. Naticada aliriq:

11 2x)dx - (L+2y)dy +i|(1+2y)dx - (1- 2x)dy =

c
' 1
[((*- 2x) - @+ 2x2)2x)dx +iJ((l + 2x2)dx - (1- 2x)2x)dx =
e o
I 4x3-4x +\)dx +iJ(~2x2+2x +\)dx =

0

( V1- 2xr+x)0+1 2;" hx 2 + jof

Misal 2.40. j(z2+ zz)rfz inteqralmi hesab-
r

Ittyin. C-konturu |z=1 (0 <argz <#r) gev-
hismin qoévsudir(sek.27).

Ialli. z-e” gotursk. Onda dz - iek@(p,

t e~p, z2- e2" olar. Belalikls, alanqg:

f(r +zz)rfz = J(eX +e"e-'v)ieivd(p =/ JV"™"" +eiv)d(p =
0

8

3

”+_1e.vf| 14 "8 o= _
3i 0 3 3

Misal 2.41. j(3z2+2z)dz inteqralmi hesab-

luym; C-konturu AB diiz xattindan iba-
luklir, burada zA=1-/, zB=2 +i

(yok. 28).

llolli, integralnlli funksiya /(z) =3z2+2z
emalitik olduguiKiiin Nyuton-Leybnits diistu-
liinu totbiq edo biloi ik:



f(3z2+ 2z)dz = (z3+22) =
IM

(2+03+ (2402 0- 03 0- 02=

=7+ 19/
. IS . .
Misal 2.42. "-p rc/z inteqralmi hesablaym. C-konturii mar-
c2zZV ~3)

3
kazi 2 ndqtasinds ve radiusu — olan c¢evradir.

Halli. f(zQ =— T JyyJ dc-Kosinin inteqral disturundan isti-
(2Q 2m d(g:)—/);O) ¢ ; a

fads edak. inteqralalti funksiya kimi C konturu ila mahdudlasmis

dairads analitik olan /(z) = — funksiyasmi gotiirak. Onda alariq:
z

f-4—rrfz= f/~rrfz =2®/(3) =— —

*z(z- 3) J(z-3) 3

Misal 2.43. { ¢ 4z inteqralmi hesablaym. C-konturu i nég-
cV -4y

tasini miisbat istigamotdv) bir dofa dolanan gapali konturdur.
Halli. f{z) =ez funksiyasi C - konturu ila mohdudlasmis oblastda

analitikdir. f m -\ —d£ =— / (n)(r0) disturundan istifads etsak
w -rX n\

alarig:

f—-—-dz = f*(i) =-n-sin 1+/;rcosl

hr-iY 21y

Ogar f{z) =u(x,y) +iv(x,y) olarsa, onda z miistavisinda yer-

lasan AB qovsu Uzrs inteqral jf(z)dz= judx-vdy +i jvdx +udy

ine KiAB
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lir.inni ils hesablanir, basga sOzls, ayrixatli inteqgrallarin c.mii kiim
1Imk) edilir.
in qovsl parametrik sokilde verilmissa, yani z(t) = *(/) 1 iy(t),

I L olarsa, onda \f(z)dz = ]f(z(t))z'(t)dt. AB qovsu

r

Imulyyon c¢evranin bir hissasi oldugda bu diisturdan istifada etmak
mlverislidir.

\lisal 2.44 Jz&fz va Jzdz inteqrallarmi hesablaym, biirada 0/4:
ot oA

) , 0o vea 2z2= 1+ z noqtalarini birlasdiran diiz xatt parcasidir;

*X)(0;0), A(1;1) va B(1;0) noqtalarini birlasdiran OBA siniq xatti-

ilir,

lI»lll, Burada f(z) =z=x-iy ve dz=dx+idy oldugundan inte-

iall ikinci név ayrixatli inteqral vasitasila asagidaki kimi yaziriq:

lzdz = |(x - iy)(dx + idy) = jxc/x + ydy + / - ydx,
o/f 0/4 O/1 30
I(integrallama yolu - x, 0<X <1 dlz xatt parcasi oldugu iigiin

I
fzdz = J2n'0x = 1;
M 0
h) integrallama yolu iki OB{y =0,0<x <1} va BA{x=10<y <L}
piircadan ibarat sinig xott oldugundan, inteqrali iki hissays bdliub

hcsablasaq, alariq:
| | |

\zdz = jzc/z + Jzdz ~ Jxdx + jydy +iJp> =1+ /

1>] OB BA 0 0 0

Nemali, f(z) =z funksiyasinin inteqrali O va A ndqtalarini birlas-
diran yolun secilmasiiubn asihdir.

jzdz inteqralmi licsablayaq. Burada f(z)=z =x +iy. inte-

a
tliah ikinci név ayrix;>lli inteqral vasitasila asagidakl kimi yazaq:
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jzdz - jxdx - ydy + i jxdy + ydx e
0.4 on OA
Alinan ikinci név integrallarm inteqralalti ifadsleri tam dife-
rensial oldugundan inteqrallama yolunun bir halma baxmagq kifayat-
dir. Bels ki, a) halmda parcanin tanliyi y =x, 0<x <1 oldugun-

dan, aling:
1
jzdz = ijlxdx =i m
OA 0

integralin inteqrallama yolunun formasmdan asili olmadi§ini
nazara alarag masalani bels da qoymaq olardi: z =0 ve z2-1 +/

noqtalarini birlasdiran ayri Uzra jzd: integralmi hesablaym.

OA

if(z)dz mtegralimn hesablanma usullari
c

Birinci iisul. if(z)dz inteqralinm hesablanmasi
r

\i{z)dz= rudx-vdy +i\vdx +udy hoqiqi doyiyonli funksiyalarm ay-
c c c

rixatli inteqrallarinm hesablanmasina gatirilir.

1 Ref(z) =n, Im/(z) = v tapilir.

2. 1(z)dz inteqralaltl ifada udx - vdy + i(vdx + udy) Suklina gatirilir.

3. Jrdx +qQdy saklinda inteqgral ikinci név ayrixutli integrallarm he-
c
sablanma qaydasi ila hesablanir.

ikinci UsuL inteqrallama yolu parametrik sakilds vcrilibss, Jf(z)dz
c

integralinm hesablanmasi J/(z)"z= Fj)f(z(t))z'(t)dt miioyyan inte-
r a

gralinin hesablanmasma gatirilir.

1 z{t) ayrisinin parametrik tenliyi yazihr va integrallama sar-

hudleri (t=a baslangic, t =J3 son ndqtays uygun galir) tapilir;

(2



2. kompleks giymsatli z-z(t) funksiyasmm dz-z'{t)dt difercnsiuli
tapilir;
3. z=z(t) inteqgralalti ifadsds yerina yazilir va integral

e P

jf(z(t))z'(t)dt = j<p(t)dt saklina gatirilir;

4. Bu sonuncu muayyan inteqral hesablamr.

Ugciincu iisul. Bir rabitsli oblastlarda analitik funksiyalarm inteqral-

lari  jf(z)dz =F(z) - p{z")- F(z.)-Nyuton-Leybnits diisturunun

tatbiq edilmasi ila tapilir.

1 Riyazi analizdan malum olan UGsullarla F(z) ibtidai funksiyasi
tapilir.

2. Nyuton-Leybnits disturu tatbig edilir.

MisaS 2.45. |rezdz inteqgralmi hesablayin. Burada C Kkonturu
c

z, =0 ve z2=I +i noqtalarini birlasdiren a) diz xattdir; b) 0(0;0),
A (I;1) va B(1;0) noqgtalarini birlesdiran OBA siniq xattidir.

Halli.

a) Birinci Gsulu tatbiq edak. intcqralalti ifade Rezdz = x(dx + idy)

saklindadir. Ona gore do jRczdz - jxdx +rjxdy . inteqrali y - X b

c c c
0<x<1l (z, =0 vo z, |1/ noéqgtalsrini birlesdiran OA pargasinm
tanliy1) oldugda hcsablayaq

1 1+
JRe zdz - jxdx + ijxdy Jxdx + /pxdx = - .
[¢] c (¢ (1 o0

b) inteqrallama yolu iki parcadanibarat oldugu Ugiin inteqral iki

integralm cami kit ynziriq: jRez</z = |Rez6?z+ Jrezdz- OB pra-
C oB BA

casl lgin y =0, (* n<1 va BA parcasl uc¢in iss x =1, O0<y<1

oldugunu nazars alaniq, har bir inteqrali avvalki halda oldugu kimi

hesablayiriq
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PRezdz = Jmdx +ixdy + jxdx +ixdy = jxdx +/Jledy =—+ie

Qeyd etmak lazimdir ki, baxdigimiz misalda inteqralalti fun-
ksiya analitik olmadigindan inteqralin giymati bu iki néqteni birlas-
diran ayrilardan asili olarag miixtalif ola bilar.

Misal 2.46. j\z\zdz inteqralmi hesablayin. Burada C konturu |z]

cevrasinin yuxari yarim hissasidir, dolanma istigamati ise saat ag-
rabinin aksina olan istigamatdir.

Halli. C ayrisi parametrik z =e", 0<t<n tanliya malik ol-
dugundan, ikinci Gsuldan istifade edak. Inteqralalti funksiya kasil-
mazdir, lalcin analitik deyil. z=e", 0<t<n oldugundan

z=e~" izl =1, dz =ie"dt olar.

Ir A

Onda jjzjziz = jl ee~" me"dt - jidt =in alariq.

Misal 2.47. Analitik funksiyalarm integralmi hesablaym.

1 I

a) jsm2zdz ;b) J—le— , integrallama yolu i ndqtasindan kec¢mir.
0 i (z ~ 0

Halli.

a) Uclineu Gsuldan istilack) edok.

Jsin2zdz - iJ(l - 0§ 2z)dz sin2;

/ sin 2i =
2 4

. Lejesh2 . /o .1,

2 4 4

b) Inteqgralalti funksiya / noqtesindan basga har yerck-) analitik ol-
dugundan i ndqtasin-

dan wm-a dogru sla

boyunca kasik aparsaq,

bir rabitali oblast ala-

rig(sak. 29). Bu bir

rabitali oblastda intc-

gralalti funksiya anali-
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tik olar. Ona g6re da Nyuton-Leybnits disturunu tatbiq etiiok ol
va inteqralm giymati verilmis iki négtani birlasdiran va i ndqtasin
dan kcgmayan istanilan ayri ugin eyni olar. $akilds kasiyin
inasmin iki hal gostarilir. Dolanma istigamatlari oxlarla gostarilir.
Alman birrabitali oblastlarda funksiya analitikdir.

inteqrali hesablayaq:

V dz _ -1 1 1 I+i i 1
$(z-12 z-i 1-1 2 +2~~2

Misal 2.48. jzdz inteqralmi hesablaym.
Halli. Inteqralalti funksiya bitin kompleks mistavida analitik ol-

dugundan Nyuton-Leybnits disturunu tatbiq etsak alariq:
H 2

Jzdz =— = —(1+i)2=1i
2( )
Misal 2.49. ( dz) integralmi hesablaym. Burada C konturu
c(z-a)"

markazi a va radiusu R olan gevradir.
Haili. Cevranini \z-a\-R paramelrik sakilds tanliyini yazaq:

z-a- Rev va z=a+Ref, 0</<21r. Diferensiali tapiriq:
dz - Rie“dt.Bunlari integralalti ifadads nazars alaq:

r 'fe .
¥z ay J/jvm 0"
Burada iki hala n 1 vo n/ | hallarma baxaqg.

n ¢ 1 oldugda
1
IR/l —e .
@ I[{n-\)
21D elkm - 1 oldndindan alirig ki, I dz _
J(z-a)”

n =1 oldugda iso
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--—---=ifdt=2me
hr-ay |
Demsli,

c dz \2m, n=1
*(z-a)" [oO, no 1

Natice na g -dan, na da R -dan asili deyil. Xisusi halda,

a=0 va n=1olsa, I 22 = 2m olar.
14
-a 2
Qeyd edak ki, agar néqta C :\z- a\ =R konturunu k dafe do-
lanirsa, onda arqument O-dan 2Twk-ya gadar (agar dolanma mishat
istigamatdadirsa, k > 0; agar dolanma aks istigamatdadirsa, kK <0)

dz
*7 -1

dayisar. Ona gora da =3mk ve giem@ﬁ, Fdz - 2kw olar.

y 7

=4z
Misal 2.50. f(z) =1 funksiyasmm baslangici a ndqtssinds ve sonu
b nogtasinda olan hamar C konturu tizra inteqralmi hesablaym.

Hatli. Tutaq ki, C konturu parametrik sakilda z(t) =x(t) +iy(t),
a<t<p, a- z(a),b- z(/3) tanliklarile verilir. Onda parametrik
sakilda verilmis kompleks qiymatli funksiyanin intcqgralmm hesab-
lanmasi va Nyuton-Leybnits disturlai indan islifadv) etsak, yaza bils-
rik.
1 p
j\dz =jz'(t)dt = \x\t)dt +ijy'(t)dt - x(t) Tiy(0

(o} a a

- x(j3) - x(a) +i{y{p) - y{cc)) = z(j3) - z(a) =h a

Goruruk ki, J]dz inteqrali C konturununformasindan asili
r
deyil, yalniz baslangie va son néqtalardan asilidir.

Misal 2.51. [-
22+ 4

dz inteqralmi hesablaym. C konturu markazi i

ndéqtasinda va radiusu 2-yas barabar olan cevradir.
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Nalli. z2+4 =(z-2i)(z +2i) oldugundan integralalti [l'mksiya ki

Inaxsusi noqtaya +2i malikdir va 2i négtasi C kontunma daxildn
Ona gora da inteqrali asagidaki sakla salaq:
sinz
f dz= fH 2L dz.
*(z- 2i)(z +2n) 'z-2i

In z
/'(z) = ey funksiyasi C konturu ile mahdudlasmis gapali dairu-
Z+

da analitik oldugundan /(z) =— -Kosinin integral
2m¢C-z
diisturunda z = 2i, f =z gabul etsak, alariq:
sin z
jfg+ 2/, =2mf(2i) - 2w =—sin(2z) =
}Yz-2 \z-2i 2i+2i 2
n e2-e~ .4,2 2
S - = 7—(8 -7 )
2 2i 4
Misal 2.52. J—-—-dz inteqralmi hesablaym. C konturu markazi
c(z—2)

0 noqtesinds va radiusu 3-a barabar olan cevradir(jz| = 3).
Ualli. z —2 noqtesi |z|<3 dairssinin daxilinds yerlasdiyindan va

f(z) =ez funksiyasi |z|<3 qapali dairasinda analitik oldugundan

f('\z) = f— H 1,23,.. dusturundan n =3 olduqda
2m ftf-zy™"
istifads etsak, alariq:
e: , o f\z) L 2w 2m r_m
J(z-2)4 J(z 2) 3! 3! 3

Misal 2.53. Jz2z integralmi hesablaym. C konturu A(-1;0),
c

B(0;1) va C(1;0) noqgtalorini birlasdiran ABC smiq xattidir.
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Halli. ©yrinin parametrik tonliyi z =z(t) =x(t) +iy(t), a <t< (3
soklinds olar. ABC siniq xatti iki AB va BC parcalarmdan ibarat

oldugundan va bu parcalarm har birinin 6z tenliyi oldugundan, onla-
ra aynca baxaq:

AB pargasim y =x +1, -1 <x <0 tanliyi ve ya parametrik formada
x(t) =t, y(t) =t+I, va ya z(t) =t+i(t+1), -1 <t<0 saklinds
vermak olar.

BC parcasmi isa y =-x +1, 0<x<1 tanliyi va ya parametrik for-
mada z(/) =t +i(-t +1), 0<t <1 saklinda vermak olar.

p
Onda \f{z)dz= jf(z{t))z'(t)dt disturundan istifade etmak olar.

r a
AB pargasi ¢lin z'{t) =\ +i oldugundan
0
Jz2dz = j(x-iy)2dz = J(/ - /(/ +1))2z'(t)dt =
c MB |

=V -2itt +1)-(/ + D)2 +i)dt = j(2/2-1 + i{-2t2-At- Ddt =

2V 2/3 I

o/ S1t1-t [

BC parcgasi tgtin isa z’(/) = 1-i oldugundan
I

jz2dz = j(x-iy)2dz = J(/ -/(--1 +\))"z'{t)dt
c BC 0
| '
= J(f2-2it{\-t)-{\-t)f{\-i)dt= j{2t2-\ +i(2t2- 4/i Ddt =

0
YV e ¥ 2nw L
3~3
Demoali, bitin C konturu lzrs inteqral
[
Jzdz —Jz0z + = + = olar-
3+3 3 3

BC
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Misal 2.54. Kosi teoremimi va ya tdramalar Gciin olan Ko.si diishi
mndan istifads edarak C:\z +in\ =2 gapal

konturu iicin fcos2z dz inteqralmi (dolan-
'Z2+7T2

Ina istigamati saat aqrabinin aksinadir) he-

sablaym.

lalli. z2+w2=0 tanliyi z=47T Kkimi iki

halls malikdir. Ona g6ra ds inteqralalti fun- Sakil 30.
ksiyanm iki maxsusi nogtssi *in var va

-in nodqtasi C konturuna daxildir. in noqgtasi iss onun xarieinda
yerlasir (sakil 30). z2+n2=(z-in)(z +in) ayrilisindan istifada
edib inteqrali asagidaki sakla salag:

€0s2z
SALdz = {lL "-dzm
czZ' +n Z + 07T

f (z) = OB Z funksiyasi C konturu ils mahdudlasmis gapali
z-in

dairads analitik oldugundan /"(z) - |F—----dC -Kosinin integral
2m¢C
disturunda z=-in , f m qi>bul etsok, alarig:

r™ iLth f M ,t 2w/Hx)=2m& " H =

*z~ 4+ n~ foo ( in) - ni-m
= - c0s20T e"")=-1(e-2-¢e1)

Misal 2.55. Kosi tcoromini vo ya téramalar tg¢un olan Kosi distu-
rundan istifade odetmk C:|z| =5 qgapali konturu (gl

~ . —dz intcqinlmi hesablaym (dolanma istiqgamati saat ag~
c (2-i)4

rabinin aksinadir).
Halli. f (z) =z5-2z 13 isars edsk. / (z) =z5- 2z4+3 fu nksiyasi

gapal 5 dairasiiulo analitikdir. z -i ndqtasi bu dairenin daxi-
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linda yerlasir. Ona goéra de téramalar lclin olan Kosi disturunu
z- i, n=3 hal Uc¢iun tatbiq eda bilarik.

rz5- 2z4+3 ff(@ ,_2n7
c (z-1) IO~ 4 8 w

=N(60Tr12- 48/)=2ar(-10- 81) =4k(4 - 5/)

Misal 2.56. f-.sinz -dz inteqgralmi hesablaym. C konturu a) mar-
&/ +16z

kezi 2+i noqtasinds ve radiusu 2; b) markazi - 2i noqtasinds ve

radiusu 1 olan gevradir.

Halli. Inteqgralalti funksiyanm sifirlarini- maxsusi noqtalarini tapi-

riq. Bunlar z, =0, z2=4/, z3=-4i noqtslaridir. Sonra isa bu ndg-

talarin inteqrallama konturuna nazaran yerlasmalarini miayyan
edirik. Har iki halda bu ndqtslardan heg biri inteqrallama konturuna
daxil deyil. Demali, inteqralalti funksiya verilmis konturlarda anali-
tik funksiyadir. Onda Kosi teoremina asasan har iki halda, inteqral
sifra barabardir. Qeyd etmak lazimdir ki, inteqral verilmis konturla-
ra daxil olan ve inteqgralalti funksiyanm maxsusi ndqtalarinin daxil
olmadig istanilen oblast ii¢lin sifra barabardir.

Misal 2.57. f smz -dz inteqralmi hesablaym. C konturu a) mar-

-23+ 16z
kezi 0 noqgtasinda ve radiusu 2; b) markuzi I i noqgtasinds va
radiusu 2 olan cevradir.
Halli. ©vvalki misaldaki muhakimalara analoji muhakima
yurutsak, gorarik ki, yalniz z, =0 néqtasi verilmis konturlara daxil-

sinz

dir. Ona gora da inteqgralalti funksiyani z2+16 seklinds yazaq. Bu-
z

rada f (z) - Sin-Z— funksiyasi har iki halda verilmis konturlarda
+

z2+16
analitikdir. Kosinin inteqral disturunu tatbiq etsak, alariq:
r eez _dz=2m "% -
1 z(z* + 16) z2+16

70



Il FOSIL. KOMPLEKS D8YISONLI FUNKSIYA SIRALARI

89. Analitik funksiya siralan

9.1. O©dadi siralar

Tutaq ki, fak¥= ardicilhgr (ak adadlari kompleks adadlardir)

n
verilmisdir. Sn="a Kk n- ci xususi cami va {Sk}¥{ xlsusi camlar
*
ardicilhigini tortib edak. y”*ak-adadi sirasma baxag.
A

Tarif. ©gar {1 xususi camlar ardicilhigr S-a yigilirsa, onda de-
©

virlar ki, ~ a k adadi sirasi yigilir. Xiasusi camlar ardicilhdimin li-
kA

mitina siranirt » ak-S cami deyilir.
bl

Siranin yigilmasinin zaruri va kafi slamati. ©dadi ardicdligin
yigiimasinin Kosi meyan. V/;>0 {clin 3N(s) varsa ki, Vn>N,

Vm >0 Uc¢lin \Snth - Sni</; olsun, onda sira yigilir.

Buradan siranin yigilmasinm zaruri serti (ancaq kafi deyil)
alinir: n-» o oldugda a, >0.
Isbati. A Tutaq ki, sira yigihr, onda V~>0 ugiin 3N{s) var ki,
V«>/V, Vm>0 Oyin |M@fll - Sn\<e olmasmdan almir ki, \/n>N

decun || =1|5||( J1.1e c. Bu isa o demakdir ki, n“too olduqda

a,,->0.v

Har bir kompleks adada bir cit haqigi adad uygun oldugun-
dan kompleks hadli siralarm yigilmasi uygun haqgiqi hadli siralarm
yigiimasi ile baghdu. liunu teorem saklinds ifads edsk. Tutaqg ki,
a, =an+ifa-



o C

Teorem. ak sirasinin yigilmasi Gcin zaruri va kafisart  ak
k=1 Al

V pk haqigi hadli siralann yigiimasidir. V ak -an- i/3 olmasi

k=\ k=\

licm zaruri va kafi sart V a,. -a va  fjt=p olmasidir.

k-1 Al
" ? I
M6/z. A Xisusi camlari A ="a kK, An=£ a*> =X A Kkimi
A=! /bl k=1
isars edek. Onda 5, =/4 + L olar. 5, =1 +iB, ardicilhgmm limi-
tinin S =a +i/3 olmas!I U¢cun uydin haqiqgi hadli ve }ar-

dicithglarinin limitleri ve Ht/,, =a, limBn=p olmalidir. Malum

n->oc

hékmdan alinir ki, {Sn}, {a.} ve{/*wprdicilliglarmin yigilan olma-

st uygun olarag® a Kk, » ak va* pwiralarmm yigilan olmasi ila
A=l k=1 K |
eynigueladir. v
Bu teoremdan haqiqi hodli siralar G¢lin dogru olan bir gox
xassalar va hékmlarin kompleks ludli siralar iclin de dogru olmasi
almir. Onlarin bazilsrini sadalayag.

1.Tutag ki, » zk va V u; sira lan yigihr va onlarin eamlari

k-1 Al

uygun olarag /1 va #-dir. Onda Y (:A1w,) sirasi da yigihr va

K 1

onun cami A+B - dir.

2. Tutaq ki, ) sirast y1gilir va onun eami A dir. Onda ’<T(Az/()
k=\ k:|

sirasi da yigilir va onun cami $1- dir.

3. ©gar yigilan siraya sonlu sayda hadd alave etsuk va ya ¢ixsaq,

alman sira yena da yigilar.

Krif £ ,6 «.='m. - ifadasina siranin n-ci qali§i dcyilir.

k-1+\
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%N
Bela ki, mim- m=Y”"ak=Snm-S,, oldugundan adadi siranm

k=/1+1

yigilan olmasinm zaniri va kafi sarti: «->00 oldugda wn| 0 ol-
masidir.
Isbatl. A Zaruhlik. ©gar adadi sira yi§ilirsa, onda I/;1=1s- S I-> 0.

nJ

Kafllik- ks =8,t= 25 =Von “Fl Tutaq ki, ,fr,|—0. Buradan
almir ki, Vf>0 dc¢un 3/r(e) var ki, \/n>N dcln |\f>1\<2_ V3

V«>N, Vw>0lgiln I'F1+m||<f*- Bu iss 0 demskdir Ki,
|S"'n - t:klny - |< sira ylgl|ll’ v

Tarif ©gar "\ak\<co (yigilirsa), onda sira mitlaq yigilan sira
=

Yy Yy

adlanir. ©gar a, sirasiyigilirsa, lakin 'y\ak\sirasi dagilirsa,
k-1 *]

onda  aksirasi sartiyigihr.

bl

Aydmdir ki, agar sira mitlaq yigilirsa, onda 0 yigilir. Tarsi,
imumiyyatls, dogru deyil.

Siralarm mitlaqg yigilan olmasmm kafi sarti Dalamber va Ko-
si alamatlaridir.

Dalamber alamati. ©gar miayyan N nomrasindan baslayaraq

Vn >N (cln tb+L <L c\ sarti 6danirsa, onda " a K\ sirasi yigilr.

©gar miiayyan N nomrasindan baslayaraq fjn >N (gciin

'JU >1olarsa, onda Jr ak sirasi dagilir.
ia. il
Limit formasinda Dalamber alamati.



9gar 3lini =L varsa, onda L <1 oldugda ~ lak| sirasi
<l

yigihr, L >1 olduqda a, sirasi dagilir, L =1 oldugda iss he¢ na

demak mimkuin deyil
ishat. A®ger L<1, onda 3£>0 varsa ki, L<\-2e

L-re<\-£. Bela ki, 3lim *v | oldugindan 3N varsa Ki,
a.

Yn>N L-s< M < 45 <\-e=q<l, K+#\<\ana< <

basga s6zla, sira vurugu q <1 olan handasi silsile ile majorantdir.

Analoji olaraq L >1 olduqda siranin dagilan olmasi isbat edilir. v
Kosi alamati. ©gar misyyan N ndmrasindan baslayaraq X/n>N

tciin <L <1olarsa, onda ~ [ak| sirasiyigihir.
k=1

©gar miayyan N nomrasinden baslayarag \fn> N (cln

rnl>L >1olarsa, onda *lak sirasi dagilir.

Limitformada Kosi alamati.

9gar 3limy|«J L varsa, onda L <1 oldugda ]ri<sf( sirasi
A

yigihir, L> 1 olduqda sirasi dagilir, / 1 olduqda isa he¢ na
demak miimkin deyil.
Ishati. L Bgar I<1, onda Y, 0 varsa ki,

L<\-2e ==L+s <\-£. Bels ki, 3lim«/|a\ L {ldugundan 3N

varsa ki, Yn>N L-e<J] <L+s<\-e-q <\, \an\<qn, basga
sozls, sira vurugu q <1 olan handasi silsile iia majorantdir. Analoji
olarag L > 1 olduqgda siranm dagilan olmasi isbat edilir. T
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9. 2. Funksional sira anlayisi

Intaq ki, {uk(z)}*< ardicilligr veriimisdir va zeG .

>’uk(z) ifadasina G - da verilmis funksional sira deyilir.
Kl
IVrif. ©gar Vz e G c¢lin uygun adadi sira miayysn w(z) saadins

vigilirsa, onda G-da f(z) = w funksiyasi miayyan olunmusdur ki,
hii da funksional siranin cami adlanir, sira 6zl isa G - da yi§ilan
sira adlanir.

9ger ze G noqgtasini qeyd etsak, adadi sira alariq. ©dadi
sira isa bazi noqtalarda yigila, bazi noqtalerds ise dagila bilar.
9gar z eG noqtasinda sira yigihrsa (dagilirsa), onda z e G ndqts-
mna yigilma (dagilma) noqtasi deyilir. Yigiima noqtalari ¢coxluguna
lunksional siranm yigilma coxlugu va ya oblasti deyilir. Yigiima

«

oblastmdan olan har bir yi§ilma ndqtasi ug¢in uk(z) funksional

k=\

sirasmm 0z S(z) cami var. Belslikls, ;\d(z) funksional sirasinm
]

cnmi S(z) yigilma ¢oxlugunda tayin olunmus funksiyadir.
9ger sira G -da yigilirsa, onda Vs>0 Ugin 3N(s,z) var ki,
V7> N(e, z) Ucln |m(z)| <e olar.

Siraninyigilan olmasiimn zaruri ve kafi alamati.
Kosi meyari. Me >0 tcun 3N(e,z) var ki, Mi>N(e,z) va Vm>0

dgtn |S.,,..,(2)-S..(2)|<f olar.

Umumiyyastls, dessk har bir ze G noqtasinin 6zinin
N = N(e,z) ndémrasi var, bitin z-lar tgin tmumi N ola bilsr ki,

olmasin.
9.V Oblastda siranin mintazam yigilmasi

ogar V/. 0 iiciin 3N(e) var ki, Mn>N(s) va Vze G lg¢in

eyni zamanda |/ ( ) /; olarsa, onda ~ uk(z) sirasi miintazom yi£,l

k=1
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lir- s « t(z) sirast G- da har hansi /(z) funksiyasma mintazem
k4

yigilirsa, onda bunu bels isara edacayik:
YAruk(z)z™ f(z2)
k=1

Mintazem yigilmanm zaruri ve kafi sarti Kosi meyandir: \/s> 0
wedw 3N{s) var ki, \/n>N(s), Vw >0 va Vz Uc¢ln eyni zamanda

|5Swm(z)-5,(z)|<s olarsa, onda ”~ uk(z) szrasz /(z) funksiyasma

mintazam yigilir.

Isbati. Zarurilik . ATutaq ki, ]JTka(z) sirasi /(z) funksiy asina

It=1

miintazam yi1dihir: Vs >0 Uglin- 3N(s) var ki, Vn> N (f), Vm >0 va
Vz Ugln eyni zamanda |/(z)- S, (2)|<| va |/(z)- S,,..(2)] <| ol-
masindan almir ki, V«>V(*), Vm>0 va Vz {cln eyni zamanda
|S,,+”(Z)'S,,(Z)|<£ Odenlr
Kajilik. Tutaq ki, Vs >0 d¢un 3N(s) var ki, \/n>N(s), Vm >0 vas
Vz (c¢ln eyni zamanda

15..(2)-S.(2)|<£ (1

ddanir. \/n> N(e), Vw >0 ve Vz lc¢un eyni zamanda adadi siralar
tciin Kosi meyari 6danir, basqa sozls, G d> /(*) = E w((z) tayin

olunmusdur. (1)-ds m-too olduqgda limita kcgsnk nlarig: Ve > TV(E)
va Vz Ucln eyni zamanda \f(z)-Sn{z)\ <s . Buradan alinir ki,

Vn > N{e) va Vz igun r,(z) <e.vVv

Mintazam yigiimanm kafi sarti (Veyerstrass alaniati)

9gar Yk>N va Vz lcin Luk(z)<ak, ak>0 wva

A \aki< % (y1glirsa), onda G- do
ii -1
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1>, (z)r| I(n)
A
NSl A \fn> N(e) va Vz Ucin

NVKZ) Z M z2)< Z 6% <£-w
k-n +1

Miintazam yigilan siralarin xassalari.

i Tutagki, wA(z)eC(G) Va8 17 «a(z) z~/(z),onda /(z)eC(G)

AV« >N, |A]<E Gc¢ln
[/(z + Az) - I(z)] < |/(z + Az) - 5, (z + D] +

+|SHz + Az) - S, (2)] +\SN(z) - /(z)| <y +y +! =£.T

2. Tutaq Ki, uk(z)eC(G) ve ]TnAz) ™ [/(z) » Tutaq ki, Cc:G
=1

lissa-hissa hamar konturdir ve sonlu L uzunluguna malikdir:
Ms=L1onda jf(z)dz- jw(2)dz

r C k=1c¢

isbati. A

I(z)ufe-£ I W@de = M@tz < fir (ffife <6-L <o
C *:l: r C

Veyerstrass teoremi 1. ©gar A (z)e Coo(G) ve VzgVG'ciG Uigln

X M*(z) =# /(*)e </di

li -1

Iy 1(z)e (»)(()

2; VzeG LWWn fi(z) =Yju[p\z)
3) VzgvVG'c G M.-wmn : fo(r\z).
k=\

miw/r Al). VGV G vi) 2gG no6qtasina gadar dartila bilan

Cc G"-gapali koninruna baxag. Bels ki, wXz)eCoo(G) vo VzeG'
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tcin y™uk(z) f(z) muntazem yigilir. Onda /(z) e C(G’) (xassa
S|

]-9 asasan) kasilmazdir. Xassa 2-yd asasan
Jl(2)<fc=1r J =(Kosi teoremina asasan)=£0 =0.
f k =1 f It=1

Demali, Morer  teoreminin  sartlari  ddanir, onda

/ (z) e Coo(G"). G' ixtiyari oldugundan alinir ki, / (z) e Coo(G).
Qeyd. Bela ki, r,(2)=/(z) - (z) = T,(z) eCoo(G).

2).ixtiyari VG'cG vez g G'ndqtasing gadar dartila bilan
C cG '- gapali konturuna baxaq. /(z)eCoo(G) oldugundan, onda

f— =(teorem 8.4-3 asasan)

= ec=>/(f)|feC=>

A=l

Pif ) X))

20 M (£-2)"" "sc 2m (f-2)™ &C

=y P T A=V M) (2).

&2T J(f-zr1' tr

Qeyd. XX'Y*)-

3). ixtiyari VG'c G va zeG' noqtosina gador dartila bilan
CcG'- gapali konturuna baxagq. V~cC iiclin |z-£|>d0 sarti
ddanir. Onda

2m >(G-z)’

\,{E\<e\ n>N(s'). Ca G konturu G"c G alt oblastimn sarhadi
oldugundan vz g G' liclin y \ z)\< *i”-<€ eyni zamanda buradan
1" 1 270

X

alimrki, VzevG’cG ugin ~ ~ (z )™ [ (/)z).T

A=l
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<Xyd. ©gar hatta zeG" iic¢ln N f {pz) olduqda tore-
A
nmlordan ibarat siranm mintazam yigilmasini ancaq qapali alt ob-

luslda (G’c G ) isbat eds bilarik. Basqa s6zla, 2 «{«(*)=# r\z)
A

incaqg Vze VG'c¢ G dglin mintazam yigilmasmdan bu oblastda t6-
mmalardan ibarat siranin miintazam yi§iimasi almmuir.

*

Masalan, — sirasl |z <1 dairssinda mintazam yigihir.
=1
l,akin téramalardan ibarat £ ----- sirasl |z|<l dairasinds mints-
= K
Cc *
foT yigilmir. Bela ki, z=1 oldugda sira dagilir. £ ----- sirasi
3 K

\A <I oldugda mintazam yigdihr.

Teorem (Veyerstrass) |l. Tutaq ki,uk(z) e Coo(G) vaCeG ugln
Y >, (£)=" [(£), onda zsG tigin f>,(z) ="/(z).
* A

IMPalz. Av”~eG agun [SlH(T) - ) <s . Buradan aliriq ki, mak-

simum prinsipina géra vz € G U¢lin |s,,#(z) - (2)|<e.V

Misal 3.58. Isbat edin kiL_VZ7—5|ra5| ||z|<1 dairasindamiintazam
A

yigihr.

Halli. |z <1 barabarsizliyini édayan z-lar Ggiun <J_ odanir.
3
I : 1 .
Basqga sozls, |z|<l oldugda verilmis funksional sira adadi si

rasi ila majorantdir. ¥ | j sirasi isa Veyerstrass alamatina gors

yigildigmdan, verilmi.s funksional sira |7 <1 dairasinda mintszem

yigihir.
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810. Qiivvat siralari

10.1. Abel teoremi. Abel teoremmin naticasi

X
Tarifi £ cHz-z0)"-saklinda siralara qgilvvat sirasi deyilir.

Burada z0-markaz, cn-amsallari verilmis kompleks adadlar-
dir. z =20 oldugda sira yigilir. Sira bir néqtada yigila biler. Masa-

yn

, n
lan, *nlz" , elaca da bitin kompleks mistavids, masalan, ¥ —
n-0 /1,0
yigila bilar. Quvvat siralarini tadqiq edarkan onun yigilma oblastim
miiayyan etmak miihiim shamiyyata malikdir.
Asagida gostarseayik ki, giivvat sirasmm yigilma oblast
ontin cn amsallarinm formasmdan asilidir.

Abel teoremi. 8gar j]c, (z-z0)" qlvvat sirasi z (.o noqgtesinda

-0

yigilirsa, onda o0 Vz:|z- z0|<|z - z0] {G¢ln ds vyigihr ve
'27- 20|<p <jz, - z0ldairasinda muntazam yigilir.

isbatl. ASiranm yi§ilmasmin zaruri sartine géreB” >0: var ki, Vz
dcan [cp(z, —=D)"1< /4

Buradan ¢ < _ f 2> £c,(* il < Aj 2-20 " Teoremin
Iz, - r )" 0 a0 z1~20

sartins gors

A S c«(z~zoyr <AYIQ" sirayigiir.

|z- z0|<p <z - z0| oldugda sira, Veyerstrasm majorant slamatina
gbéra mintazam yigihr.

P.. .
< <AYiQ'1g<
mo z. —20 R
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I/''/ icoicminin naticalari.
I )P giivvat sirast  z2d.o0 noqtssinds dagilirsa, onda
z(|> z2- zQ Ugtin da dagilir. (Sksini farz etmakls, alariq ki,
IKI tcoremina gdra sira ixtiyari p <|z-z0| dairasinda yi§ilir va
b m.di, z2 néqtasinda da yigilir. Bu ise sarta ziddir).

m Yigilma daira. Yigilma radiusu. Vz, Ugin "Tcn(z—zO)" quvvat

niistiun y1gildigr z0-néqtesindan z] néqgtasine gadar olan masa-

lilllon ibarat ndqtaler coxlugunun daqig yuxari sarhadi olan
ml , - z0|=7 ifadssino baxaq. ©gsr R™* co, onda Vz, Igiln
, 20>R c¢oxlugunda sira dagihr. Vvz2 ii¢ciin siranm dagildig: nég-
lolor coxlugunu infjz2- zQ=R isare edsk. Tutaq ki, R>0 onda
giivvat sirasmm an boylk yigilma oblasti |z-z0|</? dairasidir.

H>0 quvvat sirasmin yigilma radiusudur. Yigilma dairasinin daxi-
linda sira yi1§ilir, ondan xaricda sira dagilir, dairanin sarhad ndéqte-
Inrinds |z- z0!'= R harn yigila bilar, ham da dagila bilsr.

3. Kosi - Adamar dusturu. R= L =Ilims/jcJ «

isbati. A Tutaq ki, 0<L <m.Onda
I) Bela ki, L =Um?jc) oldugundan, onda V>0 igciin 3// var ki,

2) Digar tarafdan, ck) hamin >0 Uclin Wijcj} ardicilhiginin son
suz sayda haddi var ki, Jjcj >L -c.

isbat etmak lazimdir ki,

a) Vz, Ugiin |z, - zO\< R =— sira yigilr.

b) vz2 igln |z2- z(Q|> A =y sira dagilr.

Bunwu isbat cdak.
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nz 2
a) Vz, : L\z]- zO\<1 gotiirek ve” = I- L}-— 21 se¢ak. Onda

2\z,-z\
| +£- 1+ph—£»l Bels ki, Vn>N (gciin s/jcl<£ +m
- z0|
L - zok/ki < =4 <1=> |c.(Z, - z,)"| < ¢’ sira dagihr.
L\ I—1 1 .
b) £:—f _Z!u— =>L-& = secak.Bela ki, sonsuz sayda
r2~2q |22~ za
hadlar Gcin >L-£=>[22-z0NcTj> 1= |c,(z2-z0)"|>] Sira
dagiir.
L=0 hali: \fs> 0 dg¢un 37V var ki, \/n>N iicln Vz va

0<g<1 igin "N =—1—r=>|z- zO0\\\X\ <q = \n(z]- zoy\< gqn Vz

F ~ zo]

iicun, sira yigilr. Basga sozla, R :oo=6:f.
L—co /w/zz VM>0 Jc¢iun sonsuz sayda hadd var Ki,

Yien\’\jJW >M ¢ Vs>0 dcin 3N var ki, “~cjcg-. Gotirak

Vz*z0va ~>1. jy[ _—A— " (c¢ln ardicilligm ela sonsuz sayda

\z ~ zol
hadlari var ki, Vz ¢ z0 tu¢iin |z- zJNjcd > 1=>[c,,(z, - z0)"|> 1, basga
sozls, =0=—=i.T
A o L
4. Ixtiyari [z—z0|<p <7 dairasinda qlivvat sirasi niintezam yidihr.

Veyerstrass teoremina gors

1"c,,(z-20)" =/(z)eCco(|z-z0]<A)

n=0
5. Veyerstrass teoremina gore yigilma dairasi daxilindo qlivvat si-
rasini istanilan dafs hadbahad diferensiallamaq vu intcqrallamaq
olar. Bu zaman yigilma radiusu dayismir.

6' =/0)=>c0=f(z0)l

/1=0
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A i) I(s) >c  I'(r..);

N ..ot Iy 1) =71 (' (z)yre, =2 —ifsl.
K\

M1 v"4 Imllurda yigiima dairasi ve yi§ilma radiusunu Dalamber Va

(]

Khsi uhmiwtlarindan istifade etmakls tapmaq olar. ~c, (z-z0)"
/1=0

litw.1t sirasma avvalca Dalamber alamatini tetbigq edak.

Inn = lim Wz ~ 20) = ; _ ;0 lim =Le

n—co

isara edak. Onda lZRZR =L . Dalamber alamatina go-

lim CiLtl
no>x

m L <1 oldugda ~c, O ~z0)” sirasi yigihr, 1>1 oldugda ise
n=0

Yc,(z-z0) sirasi  dagihr.  Demali, |z-z0Qj<i? olduqda
/10

\}c;(z - z0)” sirast yigihr, \z-zO\>R olduqda iss £ c,(z- zO)n

sirasi dagilir. Ona gors da 4 saklinda muayyan edilan

Iim C n+\

n->a

R adadi siranin yigilma radiusudur. Analoji mihakimalari Kosi
1

lim s\c

alamatina tatbiq etdikds alariq ki, r

Belalikla, quvvnt sirasinm yigiima radiusunu ya limitin varligi sarti

daxilinds " _ 1 dasturlarim tatbiq etmakls, ya

lim ¢ 1 Wxn/k!

n n
da birbasa Dalambci va Kosi alamatlarindan istifade etmakls tap-
magq olar.
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m_Jb
Misal 3.59. ¥ f\ ~  --siranm yigilma dairssini va yi1§gilma radiu-
AnW  +1y

sunu tapin.
Halli. Dalamber alamatindan istifada edak.

p=lim 1= np YDA
»(1+0"

Onda R=41,yigilma dairasi iss jz- /| <41 olar.

mimj 11+\=n2 Iiml1+—j =V2
nJ nj

Misal 3.60. n"(z - 1" -siranin y1gilma dairasini va yigilma radiu-

n=1

sunu tapm.

Halli. Kosi alamatindan istifads edak.

r= L :-.-t—.=— =0- Demsli, R=0. Onda verilsn
mil\cj limve  limn

sira yegana Z=1ndqtasinds yi1gihr.
Misal 3.61. ~ (z- zO" - siranm yi§ilma dairasini va yigilma radiu-

sunu tapm.
Aalll. Mw Gg¢in ¢, 1oldugundan aydindir ki, siranm yigilmasi ra-

diusu R =1 olar.

5 —;z-2J<1 va lms =------m-mmmmmmo- * Buradan ali-

1 (G =0 " 1-(z-20)

1

nir ki, ¥ ¢ (z-znY =-——-- -Sonsuz bl-ukbl silsilanin cami

To " I-(z~z0)
disturu.

Belslikle, M c fl(z-z0)" =f(z) e Coo(|z-zQ < K{)e

1=0

Misal 3.62. Verilmis sirani arasdirm.

£2" =14+z7+72+..+7' +...
J1=9)

S3///. Bu sira handasi silsiladir va onun yi1giima dairasi |4 < 1—dir.
Bu dairanin daxilinda sira miutlag yigihr. \z\<q<\ sartini 6dayan
istanilan gapali dairads ise mutlaq yigilir. Yigilma dairasinin daxi-
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linds bu siranm cami jry = Bu sira siralarin aynh”nula vox

n-0 \ - Z
mihiim rol oynayir.
Misal 3.63. Y 7 =1+z—4%—— + sirasmin yigilmasini
n\ 1 2!
lodgiqg edin.
I/8lli. Onun yidilma radiusu 2=nm- . i (2+1) = 00.0enmii, b

/m
siranin yigilma dairasi butin z kompleks mustavisidir.
Misai 3.64. Verilmis siralarm yigiimasmi tadqiq edin.

A COS vl . ™ COS{i + 1)

v 2] 5 2n
llolli. a) cosin :——ZU — £2_ oldugundan yaza bilsrik
osin > e Ife| ’2 sirasina Dalamber alamatini K)tbic]
2. 2.2 2\2 M'ilz
clsak, alariq
1/e\n+1
Im 2 =—>1e« Demali, Y ifif] sirasi dagihr. Miigayisn
Ifey 2 n2{2]j
2v2

. " ' Cos w v
«1lamatina gdra 'ST—— sirasi da dagilir.
= 2

h) Gostarak ki, cos(Z + «) mahduddur. Dogrudan da,
[cos(z + n)j=|cos/cosa - sin/sin n\ <|cos/||cos«]| +
I 1sin Zjsin M\ <Jcos/| F|sin il M

M musbat sabitdir. Buiradan cos(z+ ") <M—
2.

X/M_ZI sirast yi§ilir. Domwli, miigayisa alamatina géro y ' '

prm—
—‘

marasi da yigihir. Demnli, y GE*+n sirasi mitlaq yiftin



Misal 3.65. 1+2+2z2+...=J zk sirasimn ygilmasm1 tadqiq edin.
=)

Halli. Bu siranm hadlari vurugu q=z olan handasi silsila amals
gatirir. Onda handasi silsilenin cami disturuna asasan

n~\ 1 n
s (z)=Y zk ~~ ©gar |7 < 1lolarsa, onda asagidaki limit var.
ft i"2
5(z) = limS/y(z) = lim-— % 1 Demali, verilmis sira |z|<] dairs-
ox -z 1-2
sinda y1gilir va onun cemi s(z) =—— -8 barabardir.

1-z
Bu siramn mintazem yidilmasmi tadqiq edak. ~>0 qeyd
edak. ©gar sira miintazem yigilirsa, onda else 31 var ki, n>N ol-
dugda Vz € {z <1} G¢ln |*(2) - Sn(z)\ <£ ddanir. Bels ki,

1-7" 27

5(2)-5,(2)| =~ oldugundan  [<1 oldugda
1-z

1- z —Z

<s o6danmalidir. Ancag n neca olursa-olsun, biz z adadini 1-
1- 2z

8 yaxm gotirmakls ifadasinin kifayat gadar bdyik oldugunu
1-z

va demali, £>0-dan boylk oldugunu gorarik. Bu halda n-nin heg

bir giymatinda |z|<l oldugda |5(z)-5,I(z)|<E€* 6danmaz. Dcmali,

jz < 1 oldugda muntazam yigiima yoxdur.
Eyni zamanda istanilen |z|< r <1 olduqgda sira mintazem yigi-
lar. Dogrudan da,

5@)-S.()l=

1- 2z 1-r
Buradan iss alinir ki, n-> co oldugda |8(z)-Sn(z)| <fm

Misal 3.66. Verilmis siralarm yi§gilma radiuslarmi tapin.

Djrd 27:2) Xz"1;3) fy -:4) 2(3+(-i)")"z";
%) )
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5) "V'cosm; 6) ]1F(n + an)z" »
n-0 n=0

.. \
Halli. 1) 1) A=iim 4.(I+in =iimfl+l _,
ri' (w+ 1)! »>{ n
K = n\

2) qlivvat sirasi ® a kK saklindadir. Burada ak = b

k=0 Q K * n\

Onagérade r=. .1 -1.
lim

3) 2)-ya analoji olaraq tapiriq ki, R =1.
4) a=IlimM@+(-1)")" =4 oldugundan, Kosi-Adamar disturuna go-

5) a =cosin - — +— oldugundan, Kosi-Adamar dusturuna go6ra

a. * 2> 1
limv » el +e'2n e
lim- .
ok
o X \a 4
6) H_%O\l/v+ n'| = Ckig-nh].ﬂl' 1 1
' w -1 a\l >
rl
Miayyan dairanin daxilindo analitik olan funksiyaya bu dai-
hamin funksiyaya yif’il.m qgiivvat sirasi garsi goymaq olarmi?
Bu suala asagidaki leomn i1-avab vcrir.

10.2. Teylor teoremi
I'eylor teoremi. ©gor /(z) e &(z- z0|<R), onda |z- z0|< A ol-
dugda f(z) funksiyastna mintazem yigilan yegana 1>, (z-zor
23]

I/iivvat sirasi var.
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Isbati. A lIxtiyari Vz iiciin |z z(jm R gétiiruk va markazi z0 nég-

tasinda olan va z ndqtesini 6/, daxilimk» saxlayan
CR<cgevrasini ¢akak(sek. 31).

Ixtiyari VE€Cp dclin P 2!

- zo\>\z~zq\ va [(z)€f"0(z A") oldugun-
dan, Kosi disturuna asasan

f(z) =—fAL A,
(2) 2mJ C- z
1 1 1 I
4~7 (C-ZQ-(Z'ZO) Q-ZU Ciwavn

sirasl £-ya nazaran C”.-ds minU)/A>m yip.ilii. Deinnli,

I e
= -r

c=— ¢ &)
Po2mJjE-z X" - 7

Bu isa ayrihism varligmi va yeganoliyim isbul cdir. v
Qevdlar:

f(z) =Zc,, (z-z0)" funksiyasmm ayrilisint hmksiyimin Teylor

sirasma ayrilisi adlandirirlar.

2. Kosi tcorcmina goéra ¢ =— —1HO— dJ, bnindn C konturu
2ar J(£-z0) M
zHnogtasini 6z daxiline alan ixtiyari hisss-hissn luninn konturdur.
Quvvot sirasinin  daha Omumi sekli  Trylor sirasidir:

f(z) =Yc,,(z-zoy , cn=—f{"\z0)« Bu siranin vyifcilma dairasi
71) n\

Iz - z0k ft dairssidir.
Ilaqigi analizda oldugu kimi, kompleks annli/d»> da zo0=0
nogtv)sinck) asngidaki funksiyalarm ayrilislan mihiim iol oynayir.
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L201+1 3,5 2n+]

silz :Y*(-l)"———z ————————— -+ 4 (-1F—Z —————— + ..
ft (2w + ! 31 5l (25 + 1!
* 72" y 2 4 2«

cosz=Y (-1)"----—--- =1- —+- + 1
ft (2n)! 21 4 (2a)!

64_2511 _ ]1+ hz+f(ﬂihzz+...+ﬂn —!)...(«—/—\H-lzZ b+...

In(l+2) =1 (-1)"r A & FL)E+
= l 1 2 3 a

Birinci U¢ siranin yigilma radiusu R =oo, sonuncu iki siranin yigil-
ma radiusu isa R =1-dir.

Misal 3.67. Verilmis funksiyalari z dayisaninin daracolarinil go-
ra siraya ayirm.

a)

1—2 z-1
Halli. Misallari haw algoritm vasitasils, hom do Inmdusi silsilonin
cami dusturundan istifads etmakls bk ctmok olal. Vcrilmis fun-

ksiyalar butin kompleks mistavidu ; 1 iu"h|lusiih yixmagla anali-
tik oldugundan yaza bilarik:
aJ_ =ly. <y
1-2 70
b) =-z2--1 n+" s , Il 1. Qcyd cdak ki, bu-
1- 2 1 r oo, VT«
rada c0—9, ¢, 0, n oldugdin ,r 1
Misai 3.68. Vel tlmis lunkMyiiliit 1 . d.iy1.s doracalarins gors
siraya ayirm.

/00 =——; f(z 1 ;j\z) ~ 1

1l-az ()a J)(12)

Halli. Verilmis linksiynlar sade rasional kosrlardir. Onlarm siraya

ayrrtmasi Ggun sonsnz azalan handasi silsikmin 1 =¥ gn, g <1
1~-4 /0

cami dusturu istifadu olunur. Birinci halda gq-az, ikinci halda ce-
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virmadan sonra _.J_zl 1 aling ki, g=~. Verilmis funksiya
a-z aj z

larm ayrilislari asagidaki kimidir.

—— =V a"z", jd<+——R
\a

l-az ~0
1 X o,
=% ,Z<\a=R.
a-z ant
f(z) :F funksiyasma fikir versak goérerik ki, sag tend
i-zy
1A 1 soklinds tdéramadan ibaratdir. Ona gdra da onun
U-z) @-zy
ayrihisim ---1---:y” z", bl<1 sirasmi diferensiallamaqla almaq olar.
!1_ z n=0
1 (1
= =S ”"2™15 ®ww "els yazmacl
»0

olar: OCZA)7 =1p(" +,)2” -
Aydmdir ki, diferensiallama prosesini takrar etmakls istani
lan natural k Uclin — —  saklinda elementar kasrlarin ayrilisini
(a-z)k
almaq olar.
Misal 3.69. Verilmis funksiyalari z dayisaninin darsealarina gor. >
siraya aylrin.
a)lizi;b)Ei-1+3.
z+2 z+2
Halli. a) kasr diizglin olmadi§i Ug¢ilin tam hissani ayiraq;
2z-1 _2(z+2)-5 _2 5
z+2 z+2 z+2
Alman kasr elementar kasrdir. Elementar kasrin ayrilismi yaziriq:
2z-1 _1 1 » DN(G-IVV  norM (D)1 ijNo



un liodlari islah etdikdan sonraaliriqg:

, _/f(—gf;'ﬁ"_s’\ (-irv 1§ 2
| jL n? 1
il R gL 2 R
i») :+3 (z+2) -5z-1 _ (z+2) -5(z+2)+9
2 zZ+ 2 z+ 2
9
() [ p—— =z-3+
z+ 2 z+2
13 .9 (-1)V ., 9 9 9A(-1)"z"
— = Z-3+—=> — e =z- 3+ Zh— | o= -
2 2 ft 27 2 4 2ft 27

NnlinyHt, alarigki, z' ~r+3=1-1r+gf ~ 2", bl<2.
z+2 2 4 s 2"

Drmoli, * ¢,z saklinds sira almmisdir, burada cO:-:f C, =—5,
I~ 2 4

o ,/_nn

n oldugda ¢ =—-——. Asanhgla yoxlamag olar Kki.
.m-f

\lisal 3.70. Verilm ig—-——z—-——g —————— funksiyasini  z0 ndqtasiilin atra-
z2- 2z-3

j Teylor sirasina ayinn.
1) '0:0; b) z0 = 1.

ILSlli. Kasr dizgin kasrdir. Onu elementar kasrlarin cami saklinda
I'iislorak.

+2 A B
+

INz-3 z+1 z-3
vo B geyri-miayyan amsallarmi tapag.
12=A(z-3) +#(z +1)

lliuadan a - - —l, B °
4 4

1 5

Iy Inoli, aliriq ki, \ 2 Aoh

(z 11)(z- 3) z +1 z 3



A L 1=41=-MrH<s

Umumi yi§ilma dairasinda |z <1 siralarin camini yaziriq.
2+ 2 1= *T7o«l
Z 9; g] 6 nlio 4 nQl /11\404

b) avvalki bandds oldugu kimi kasri elementar kasrlarin comi kimi
gostarak:

z", N<I

| 1

2+2 = 4,4
(z+1)(z-3) z+1 z-3
Har bir kasri (z -1) - in gquvvatlarins ayiraq:

1 - 1 -1 1 _f (-1rn*-n\ |z-1j<2

z+1 2-1+2 2 1 ( z-1] 2" 4
2
J_ = = | =,y fezill, |z- y<2.
z- 3 z-1-2 21 z-1 " 2"H
2
lz- 1< 2 dairasinda ilkin kasrin ayrilisini yazaq:

zZ+ 2 1A (-l)»(z-1)" 5yn(z-1)" _y1r 1 [/ , Y
z2- 2z -3 4~ 2"4 4«3 2"4 , N2 +3l

811. Analitik funksiyanm tayininin yegaunaliyi
11.1. Dduzgiin ndgts anlayisi

Tutaq ki, /(z) funksiyasi G -da, ohi bilix ki, buzi izola cdil
mis noqtalardan basga, har yerds tayin olimmisdi
Toarif. ©gar GCJ\z-zQ<p{zu)\, (p{zQ qlvvot smtsimn yigi/mn
radiusudur) coxlugunda ’;mc,,(z-z())" /(:¢) quvvitl sirasi varsn
n=0

onda z0eG ndqtasina f(z) futihsiyusuuu G-da dii.:giin néqUiw
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A,-yilir. Batln digar noqgtalar isa /(z) funksiyasmm maxsusi noqts-
Kin adlanir.

<(*yd. ©gar /(z) € Coo(G), onda bitin zec ndqtalari /(z) fun-
ksiyasinin diizgiin noqtaiaridir. &gar f(z) funksiyasi G -da veril-

mi.ssi), onda sarhad ndqtalari ham diizglin, ham da maxsusi néqts-
loi‘olabilar.

11.2. Analitik funksiyamn sifirlari

Tutaq ki, / (z) g Coo(G). ©gar /(z0) =0, onda zo0e G noqts-
ny 7 (z) funksiyasmm sifiri deyilir. Bazan asagidaki kimi da torif
\ITilir.

o

Lirlf. /(2= A(z- z0)n=>c0=0. olarsa, ondaz0e G ndqtasina
0

/() funksiyasmm sifiri deyilir. ©gar ct=c2=..=¢,, =0, ¢,
ellnrsa, onda zQe G ndéqtasi n tartibli sifirdir.

«»yd cdak ki, n tartibli sifir d¢iin

luo)y=F"(z0)=1"(z0)=..=/ ("_I)(z0) = 0; [ (">(z0) * 0 .

ilulitik  funksiyanm sifirlari  haggmda teorem. Tutaq ki,
/()€ Coo(G) va sonsuz sayda muxtalifndqtalards sifra cevrilir:

ttt zk, zneg va / (z,)=0, !I_gz =z*e G.Onda f(z) =0, zeG.
I Thitt A f(z) funksiyasmm kasilmaz olmasmdan alinir ki,

x
I(,*) 0=>/(z)="¢c,(z -z*)", |z - z*| < IC>(z%) c0=0 Vo

g23]
() (z-2%.;(2); lj(z) =~cjz -z*y ; f (z,,) =0=> kasilmazlik-
0

o /|(z*) O =c =0 va bu gaydails alarig ki, Vn Gciln ¢, =0.
tirhilikls, |- *|- pCz?) dairasinda /(z) =0, burada p(z*) masa-

| | 1 uoéqtusinclun dG -ys gadar olan masafadan az deyil. Bitln
m nblaslinda /(. ) 0 cyniliyi modulun maksimumluq prinsipindo

Mui'it kimi isbai alilir.
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Kifayatdir, gostarak ki, |z-z*|<p(z*) dairasindan kanarda
yerlasan ixtiyari z**eG noqts Uc¢ln /(z**) =0. z* va z** ndij
telerini tamamilse G -da yerlasan va dG-den d >0 masafasindi>
yerlasan L hissa-hisse hamar ayrisi ile birlasdirak. G -da yerlasuil
|z—z* < /o(z*) dairasinin ixtiyari ndqtasine /(z) funksiyasmm sifir
lari ardicthgmm limiti Kimi baxmag miumkin oldugundan yeni ayn
lis markazi kimi |z-z*| =p(z*) dairasinin L ayrisi ile sonuncu ki
sisma noqtasi olan z = z, ndqtasini se¢sak alariq Ki, |z-z,]<p(z1)
dairasinin daxilinds /(z) =0, burada p{z]) <d. Bu prosesi davani

etdirarak L ayrisini sonlu sayda radiusu d >0-dan kicik olmay;m
ve daxilinds f{z) =0 olan dairsalarle oOrtmis olarig. Bu zamiu

z =z** noqtasi sonuncu dairanin daxilina disur va /(z**)2> 0
z = z** noqtasi ixtiyari oldugundan aliriq ki, bitin ¢ oblastindn

f(2)-0.r

Naticalar.
1 ©ger /(z)eCoo(G) va G oblastmda /(z)* 0 olarsa, onda /( >

funksiyasmm bittn sifirlari izols edilmis noqtalardir.
2. ©gar /(z)eCoo(G) ve G oblastmda /(z)"~0 olarsa, onda ixli\

ari qapali C'czG oblastmda /(z) funksiyasmm sonlu sayda silin
ola bilar.

isbatl. A8gar C’c G-da sifirlar sonsuz saydadirsa, onda onhinl.m
C'cG-da yigilan alt ardicilhiqg segmakolar. Bu isa o demok ol |1
butin G oblastmda /(z) =0. Bu iss sarte ziddir. T

3. ©gear f(z) funksiyasi tam funksiyadirsa, onda ixtiyari upnb
C'cG oblastmda /(z) funksiyasmm sonlu sayda sifiri ola bl>H

Genislanmis kompleks mustavida tam funksiyanm sifirlim »msiini
hesabi coxlugdur va bu coxlugun limit néqtasi sonsi/ u :ujjjic.iti
noqtadir.

94



11.3. Analitik funksiyanm tayininin yeganaliyi teoremi

harem. ©gar /j(z), f2(z) <C»(G), limzn=z*eG, zt"*zk, zneg

> f\(z,,) =f 2(zH) olarsa, onda VzeG dgln /,(z) =/ 2(z) olar.

I Imi ii¢lin analitik funksiyanm sifirlari haggmda teoremin kémayi
1 1(/ oblastmda A(z) =/,(z)-f2(z) =0 oldugunu gdéstarmak kifa-
. 'lilir.

812.Analitik davam aniayisi
12.1. iki oblastm imumi alt oblastmda analitik davam

Tutaqg Ki, /j(z)e Coo(G,) ve [/2(z)e Coo(G2), verilmisdir.
»x1)(i; GRy{0} isara edak vs farz edsk ki, / (z) =f2(z), ze Gl2.
In /,(z) funksiyasma /,(z) funksiyasmm G2 oblastina GR

Htnuni all oblasti vasitssi ila analitik davami deyilir. Analitik fun-
I | wvn yeganaliyi teoremindan almir Ki, agar analitik davam var-

m"ilda o yeganadir.
Wn zaman G=G,UG2-ds yegana analitik

] zeG| funksiyasi (F(z) e Coo(G)) var. F(z) fun-
1./i(z), zgG2

e e« rwa /;(z) e Coo(G,) funksiyasmm G,cG oblastina analitik
It Hu deyilir,

Analitik davami quvvat sirallarinin kémayi ila yerina yetir-
s | 0l111,

IntikK] ki, /(z)eCoc(G) va z0e G ndqtasi G ¢oxlugunun
1 m n("ulU)sidir. Basqga s6zla, G coxlugunun va quvvat sirasinm

n 1lubl dilirosinin |z - z( <p(z0) Gmumi hissasinds /(z) funksiya-
J
*11" arilin V rHz”z0)" quvvat sirast var. ©gar p(z0) masafasi

[iMiKb» IHi yo gadar olan masafadan bdyiikdirss, onda
I w11 .Lura (, oblastmin sarhadindan kanara ¢ixacaq ve biz
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f{z) g Coo(G) funksiyasmm daha béyuk oblasta GU {|z-z0|< p{z0)}
analitik davami olan F(z) funksiyasini alang.
Teorem. Qiivvat sirasinin yigilma dairasinin |z- z0< R0 sarhadinda

kompleks dayisenli analitik funksiyanm he¢ olmazsa, bir maxsusi
nogtasi -y1giima dairasinin daxilinds siranin cami var.
isbati. A©ksini farz etmakla isbat edak. Farz edak ki, ixtiyari §

noqgtesi  |£-z(Q=i?0, f(z) ="cn(z- z0)n,/ (z)e Coofjlz- z( < RO}
e
funksiyasmm  diizgin  néqtssidir.

Basqga sozls, uciin -~ 3p(£): 5
lz- 20/< N {|f- Z0l<p(£)} GOX-

lugunda £c,,(<f)(z-<f)" =/(z) 06das-
«=0 430

nir. Gostarak ki, p(£) >0 funksiyasi

-da kasilmaz funksiyadir.
Oksini  ferz edsk. Tutag Ki,
pP(C|) >p(C2) va els 36 >0 var ki,

P(&)> p(£r) +\&~%\ +0 0)

odanir. Bu, iss o demakdir ki, |z~£2<p(§,) dairasi |z-£,|< p(*)
dairasinin daxilinds yerlssir. Ancaq U¢ dairanin Gmimi hissasinda
{z~z0 < A0} |{z-g,\< V3 {z- 12/<p(£2)| bitin Ug giivvat
sirast eyni bir f(z)eCoo{\z-z0\<R@ funksiyasina yigilir. Bu o de-

makdir Ki, "yc,,(£2)(z—£2)" glvvat sirasi daha boyuk oblasta da-
H=0
vam etdirile bilar, basga sézls, quvvat sirasi p(§2) radiuslu dairada

yigihr. p(C2) isa £2ndqtesindan \z-C\ </?(*)dadrasinin sarhadina
gadar olan masafadan az deyil. Yani )>1?(£,)-|E, -CA+S .
Onda (I)-dan alirng ki, p(Q> p(Q +6 va £>0 oldugunu nazars
alsaq, ziddiyyat aliriq(sak. 32). Bu isa p{£) funksiyasmm CR - da
kasilmaz olmamasi hagda sks farziyyamizin naticasidir. Demali,
\p{ED - p{C2)|- }a ~£>|+ ~ ani P(£) funksiyasi kasilmazdir. Kasil-
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maz [?(£)>0 funksiyasiO|£-z01=R qapali ¢oxlugunda 6zinln
asagl sarhadini alir, basga s6zls, ele C' ndqtasi var ki,

tcin p{G)>p{£). Lakin farziyyamiza gbrs V”"eC” cln
p(4) >0 olmasindan alinir ki, /?(E*) =p0>0. /?(E*) > p0 olmasindan

almir ki, /(z)="\c,(z—zO)“ funksiyasi |z-z0]</?0 olduqda

Iz - z0|< Ac+ pQ dairasina analitik davam etdirils bilar. Demali,
giivvat sirasinm ilkin yigilma radiusu deyil, RO+pQ olmalidir.
Bu ise teoremin sartins ziddir. Bu ziddiyyati forziyyemizin naticasi
olarag aldig. Demsali, CR -da els bir maxsusi £%* ndqtssi var ki,
P(C)=0.T

Natica. Yigilma dairasinin radiusu yigilma dairasinin markazindan
siranin yigildigr analitik funksiyanm an yaxin maxsusi ndqtasins

gadar olan masafa ila miayyan edilir.
Misal 3.71. Sirani arasdirin.

Halli. Siranin caminin maxsusi noqtalari aydindir ki, z,, =+/. Bu-

radan gorindr ki, f{x) :\ funksiyasmm \/x (giin kasilmaz va
+Xx2

istanilan tartibdsn mahdud téramsalarinin olmasina baxmayaraq,
onun x =0 ndqtssinin atrafmda qUvvat sirasma ayrihsi na (gcln
-1 <x <1 oldugda mitleq, [¥ =1 olduqgda sarti yigiiir va [4>1 ol-

dugda dagilmasi aydm olur.

12,2. iki oblastm Umumi sarhadinda analitik davam
Teorem. Tutaq ki, f.(z) e Coo(G,), /=12 va f.(z)e CooG, (JI),

funksiyasi iigiin

F{z) e Cco(G =G, UG2UT) dogrudur.



isbati. A isbat tigiin kifayatdir ki, gostarak VzOeF noqtasi F(z)

funksiyasi Uclin dizglin néqtadir. Vz0<l gotlrak va hisse-hissv»

harnar C=C,(c1 G,)UC2(c G2); CcG konturunu quraq(sak. 33).

Kosi tipli inteqrala baxag: o(z)=_L e CaG'c G)* ®(n)
2m *4 - z

funksiyasi zgC oldugda C-da kasilmazdir, onda z0 ndqtasi ®(;)

funksiyasi Gc¢lin duzgun noéqtadir. Tutaq ki, z ¢ G[. Ondn

b2)=J- f +— [ ----- de¢ m z e  oldugundffll
W cuvsr"2

ikinci toplanan sifra barabardir. Bura-

dan alirig ki, ®(z,)=/r(z). Analoji

olaraq z2s G\ olduqda alarig ki,

®(z2) =F(z2). Kasilmazlikdan alariq

ki, F{z0)= ®(r0). Bu iss o demakdir ki,

z06 T noqgtasi F(z) funksiyasi Ucln

diizglin noqtadir. v

813. Haqiqgi oxda analitik davam
13.1. Kompleks dayisanli elementar funksiyalar

Tutaq ki, [a;b] parcasi z kompleks mustavisinin G oblasimn
([a;/)]eG) daxildir. Onda analitik funksiyanm toyininin yegam)li
teoremina asasan [a\b] parcasinda verilmis /(x), < |a\b] giymul
lorini alan yegans /(z)eCoo(G) funksiyasi var. Ogor bels /( >
funksiyasi varsa, onda ona haqgiqi oxda verilmis hugiqi doyi.s.-nh
funksiyanm kompleks mistaviya analitik davanu deyilir. Unm
miyyatls, f(x) haqigi dayisenli kompleks funksiyadir. Amilihl
funksiyalarm xassalarine asasan f(x) funksiyasi n e nazui™»

sonsuz diferensiallanan olmalidir.
Haqiqi dayisanli elementar funksiyalar asagidakilardir.
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x2n . A n2'
SME=Y (-1y — - ; COBX =Y (-1)Nn— N =Y -
(2n +1)! 2! % nl

L2011+ 1 co A2«
ro @b ) e Zod Ttem fUnksyalan g™

in.v,cosx,ev funksiyalarinin kompleks mistaviys analitik dava-
nudirlar.

13.2. Minasibatlarin analitik davami

Irorcm 1. Tutaq ki, via=f(z) e Coo(G) va [a\b]czG, wieDi,
w'(;) F[w,,...,wJ funksiyasi har bir w;eDi dayisanina nazaran
'hilidkdir. Onda F[f(x),...¥fn(x)] =0, n;e[a;6] munasibatlarindan
11/]..,/,(z)'J =0, zeG munasibatlari alinir.

i\hiiti. Alsbat tigiin ®(r)eCoo(C) oldugunu géstarmak kifayatdir.

K 2 hali iigiin isbat edsk. Umumi halda isa isbat analojidir.
\d F[f(z+Az)J2(z+a2)1- F[f(2).72(2)1 =

[-1.0;(z + Az), 1 2(z + Az)] - F[/, (z),/2(z + Az)] +

/0 /(z), /722 + Az)]1-F[/:(z)./72(2)] =

i AM -+l AR2 + NZ)(QV(AW) 2+ (An2) 2))

1] ,,}I/'i:O. Burada ziz—0 olduqda limits kegsak alarig ki,

inn aF f'(z)+dF fl(z)- Bu iss 0 demakdir ki,
Ml L« 5W| ' W2

I )] ('0o(C) « ¥

Mm  ljii l, Malum eiv=CcosX +/sinx munasibatindan

i ¥ COK/-I-/sit/ nlinir.

\'Imn \ | 1i;uinasibatinden co0s2z+sin2z=1 minasibati
««'nT L mvill iron mull» visasan |cosz| va |sinz| butlin kompleks

«HiiNi IN UIH gcyi | IHMilll



DO oblastmda (sak. 34) f(z)= '~ qgeyri-miayyan inteqrala ba-
re

xaq. Bilirik ki, -1e Coo(f * 0) * Inteqral ixtiyari yol iizra var va

f(z)eCoo(DO0) funksiyasi D
In*(*>0) funksiyasmm analitik
| e f- - X
davamidir. Demali, * z=n 1
f(z) =Inz = [W- e Coo(D,,) m Teorew Sakil 34.

1-3 9sasan VzEDO lgun e'rz =z.

Teorem 2. Tutag ki, w, =/;(z)eCoo(G,) vs [e”JcG,, wmnel.,
O(z) =F[wl,...,.wJ funksiyasi har bir wieDi dayisanina nazaran
analitikdir. Onda F[f(x],...,fn(xn)]=0, xfe [a,;*] mulnasibatlarin-
dan F[/|(z,),..../., (2,,)]1 =0, z(g G( minasibatlari alinir.

isbati. L n=2 hal dgln isbhat edsk. Umumi halda isa isbat analoji-
dir. x2e[a2\b2]~ ni ™ geyd edak Vo

o {r,) =F[f](z]),f2(x2] e Cco(G,). Teorem 1 va (*)-dan alirig Ki,
d,(r,) =0, zeG, x2e[azb2] ixtiyari oldugundan aliriq ki,
fr[fl(zD.f2x2]=0, z eG,. indi iss z, e G,-i geyd edsk vo
o2(r)=1, (r,),/2(rd]eCoo(<r2) funksiyasma baxaq. n2e[aZE£2|
oldugundan D2r2) =0, 22eG2. Buradan aling ki,
F[ji(zD,/2z2)] =0, z2,0G,. .. eG, ixtiyari ~ oldugundan
F[/.(z,),/2Az2]=0, zeG, 22¢ G,. T

13.3. Riman sathi anlayisi

w=1f(z) =ez funksiyasi ex funksiyasmm biitiin kompleks

mistaviys analitik davamidir. Bels ki, eX#=eV  olinasindun
g¢'+' -e '€~ olmasi alinir. Xisusi halda, e-- exty- <" w olma
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smdan |vj=en,argw=y almir, yani w-ez iistli funksiyasi z
mistavisinda y =y0 diiz xattini w mustavisinda argw = >0 slasina
iiikas ctdirir. Basqga s6zls, GO(-n<Imz<n)<r>DO(-n<lrgw<x)
mikasi var. Tars funksiya iss z=Inw=jc+*y=In|J +/argw fun-
ksiyasidir.

Analoji olarag GMhn<Imz <bn) Dxn <argw< bn). z nég-
uw>si Imz -n vasitasile fasilssiz GO-dan G ,-a kecdikds onun ob-
imzmin fasilasiz DO-dail D ,-a keg¢masi Ugun argw-n: Umumi

liymatina uygun olan kasiklarin har iki kanarini yapisdirmaq la-
imdir. Naticeds yeni handasi coxobrazli ~DOva [ varaglarindan

ibnrot iki varaqli Riman sathini alariq.
Analoji olaraq

(r{(2n~\)n:<Imz <(2n+}:1) Ol{2n-\)n<argw<(2n+1)7r). Natica-
mi>tam kompleks mistavinin sonsuz varaqli Riman sathins inikasi-
il nlarig. Bu Riman sathi Dn varaqlarinin yapisdirilmasmdan iba-

mtdir. Bels ki, Dn varagi DniX ve Dn, varaglarinin argw fun-
liiyasinin eyni giymatlar aldigi sarhadlar boyunca yapisdiriimisdir.
Hi Riman sathinds z=Lnw-Injw|+ iArgw, -oo< Argw<oo fun-
k-tiyasi tayin edilmisdir.

Adi w mistavisindaz = Lnw funksiyasi sonsuz gqiymatlidir
Ivexgiymatli). Har bir varaqds miuiayyan bir budaq In,w var.

n e:=el'w. w=ez funksiyasi periodu 2m olan periodik funksiya-
elir ez=eMbl . W=e!l sonsuz varaqli (¢ox varaqli) funksiyadir.

13.4. Budaglamna ndqtasi anlayisi
n 0 ndcjlosinin xiisusi rolu haqqinda. w”O ndqtasi ila kifayat
LHLU Kigik gtipnli kontur boyunca harakat etdikda biz hamisa eyni
Imi /) vl Liihing ve ya bu varags qayidirig, iki dafe kasiyi

Ithtn'd)k A, , (/X ,)| vnrogina giririk. Bu zaman keciddan sonra
v ' funksiyusiiim grymoti dayismir. w=0 ndqtasi boyunca hars-
I 1 chhik(k) kiisivi . 1lm/ hir dofa kegarak eyni bir Iti,(w budaginda
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galaraq (In,, WO=InjwQ]+1argw0, (2n-\)a <argw0< < (2u+\)n) dig-
ar budaga In,,_, w kecgarik (1w, wO = In|wO0| + 1argw0J
(2n-3)n <argw0<(2n-\)Tr). w=0 ndqtasina z =Lnw funksiyasi-
nm budaglanma ndéqtasi deyilir. z=Lnw {cin w=0 budaglanma
ndqgtasi sonsuz toartiblidir. Analoji xlsusiyyatlara w=00 -sonsuz

uzaglasmis noqtasi da malikdir.
Tarif. ©ger r0 nodqtasi Uclin onun els e atrafinl gdstarmak

mimkundirsa ki, bir dafa z0 riégtssini onun e atrafina daxil olan

ixtiyari qapali koritur Uzra kegid zamani ¢coxgiymatlifunksiyanm bir
budagindan digar budagina ke¢cmak miumkun olsun, onda z0 néqte-

sina verilmis coxgiymatlifunksiyanm budaglanma noqtssi deyilir.
Budaglanma ndqtasinin atrafinda ¢oxqgiymatli funksiyanmm

ayri-ayri budaglarina ayrica birgiymatli funksiya kimi baxmaq ol-

maz. Cunki budaglanma ndqtasini kecarkan onlarm qiymatlari

dayisir.

1. w=f(z) =Jz vea w—/2(z) =17z2—1 funksiyaiari t¢lin uygun ola-

rag z=0 va z==1 ndqtsalari ikinci tartibdan budaqlanma ndqtals-

ridir.

2. f(z) =:a, a-ixtiyari haqgiqi ve ya kompleks adaddir.

f(z) =ea'e =eaHAHAS).

a =n oldugda e™ rH2W =eTa*r. Buradan alinir ki, f(z) =za fun-

ksiyasi bir giymatlidir (ancaq ¢oxvaragli -w-varaqlidir).

a-LL oldugda /(z) =z“ funksiyasi m mixtalif giymat alir (¢cox
m

giymatlidir).
a- irrasional ve ya kompleks oldugda f(z) =za funksiyasi sonsuz
sayda giymatlar alir (cox giymatlidir).
I =eilnl=e" 2K)=e2K k=0,+1,+2,...

Butin trigonometrik funksiyalar sonsuz varaqli pcriodik fun-
ksiyalardir.



8 14. Loran sirass

14.1. Loran sirasmin yigilma halqgasi

Tarif. f(z)-"Yjcn{z-zQn sirasina f(z) funksiyasmm Loran sirasi
deyilir.

I(z)= f>,(z-*,)"= lc.(r-r,)"'+jc,(r-r,)" =

A=-0C n—eac n=0

=X, 77Chy v tot= +Q@)

z-20
/,(z) ="~ c¢c Hz-z0)" ,0(z) =1£E-
Z0 % (z-zoy

A(z)-Loran sirasmm dizgiin hissasi. 0(z)- Loran sirasinm bas
hissasi adlanir. P(z) <Coo(jz- z0|/< /?,).
Hansi oblastda Q(z) analitik funksiya olacaqdir?

— 14— =4 avazlamasi aparaq. Onda alariq:
Z-Zr

0(4)=Tc_,EnEQ\Q:<—,, burada — ile alman siranm
« " Vv RZ\] R2

yigiima radiusunu isare etdik. R2< oldugda Gmumi yigilma ob-
lasti -dairavi halga var: R2<\z- z0 <A,.
Abel teoreminin naticasi.

L £ &(2" 20)"eC ("2 <"-ro|</1|)-

2. Loran sirasinm dairavi yigilma halgasmm daxilinda sirani hod
bahad istanilan tartibdan diferensiallamaq va inteqrallamaq ohir vn
hu zaman alman siralar da R2<\z-zO\<R] dairasinda nnuhlik

olacaqlar.

1\



3. ft ettadi {c,},n=0,1,..,0 adadleri ils ifade olunur. ft,=1//,.

:#tl)%s\//fq ve ya T :I'IT"Iljl,Il, ft2 adadi iss {c,},n=1 @

adadlari ila ifada olunur: R, = veayaapg, =
n->co V /7>CC L

I -nl
4. Loran sirasmin amsallart cn- lar siranm z0 ndqtsasinda caminii

giymatlari vasitesi ils miayyan olunmurlar. z0 ndqtssinda Lorall
sirasinm cami miayyan olunmamisdir.

14.2. Dairavi halgada kompleks dayisaiiii funksiyanm Loran
sirasma ayrilisi

Teorem 1. (kompleks &ayisanli funksiyanm Loran sirasina ayrilma
si haqgginda). ©gar f(z) e C{R2<\z-z0/< ft}, onda funksiya hu

halgada Loran sirasina f(z) :\y( €, (z-z0)" birgiymatli sakilda ay
rilandir.
Isbati. Alixtiyari z néqgtasini R, <|z- z0|<ft, halgasmm daxiliml.'

geyd edak va markazi z0 néqgtasinda radiuslari uygun olaraqg A
ve R2 olan C'":|£-z0 7' VMO 0l A cevralarini qurail
Qurmaya go0ra ft2<r2<|z- z0|<ft' <A olar. Coxrabitali oblisi
lclin Kosi disturuna gors

/oo =" le(z)
Zn ¢-z 2m k.g-z
c; - zQ=ft cevrasi Uzarinds 2-20 <q <1 barabin sizliyi ddani

Onagdrs kasrini bela gostarmak olar:
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J ] J A I 'ylz~z0]

¢ -z (C ~20)-(Z -2 Q) t-2Z nl 2 ~1z20 ~N-Zon U “ Zol
Sira £-ya nazaran CR-da mintazam kasilmaz oldugundan
(Teylor teoreminin isbatina bax) hadbahad inteqrallasaq alariq

/\z) =y]cn(z-zoy , burada — f A tdG,n> 0.
A 2«f) (E-zor 4

C'J:JE- zO\- Rj cevrasi Uzarinds ©~Z0 1 barabarsizliyi 6danir.
z-zn

ua géra —L_ kasrini bela gdstarmak olar:

C-z
1 1 1 1 1
£-z (£-20)-(z-20) z-znl ~z20 ¢-z0,9
zZ-zn
‘liran1 hadbahad inteqrallasaq alariq
eu) = n:\{z-zol)l > 0-burada c.. om d‘h m-~r'd4d m

Integrallama istigamatini dayissak alariq:

, =— TI—1ISgl— rMp. ¢ ve c -do inteqgralalti funksiyalar
" 2mcl (C-zoy n¥
A <|z-z0<A, halgasinda analitikdirlar. Ona gérs do Kosi teore-

miiu) asasan intgeralaltt funksiyalarm analitiklik oblastmda inte-
Hiallama konturlarmi ixtiyari sakilde deformasiyasi zamani inte-
gmllarin  giymatlari  dayismaz. Bu iss Umumi sakilda

, 1 f /(,) df, n=0x1,£2,.. (C konturu R2<\z-zd<R,

2fti @(f :J" \
lulgasinda yi'ilosull, ixtiyari gqapali konturdur), yazmaga imkan ve-
in 1k‘K)likh», /( ) hmksiyasi G¢ln
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[(z)=£c,(z-z,r +£ C' =£fe,(z-zor yazmaq olar. Bura
dac =— f—OQN. ~ |

2N ¢ (M z0)
z noqtesi /72<\z-zO\<Rx halgasi daxilinda ixtiyari ndqts oldugun

dan alinq:
~Ne,i(z-z0)" sirast /(z) — har yerda halga daxiiinda yigiln
n-(n

va /?,</?;< |z- z0|< A gapali halgasmda miintsazam yigilir.
Yeganaliyi ishat edak. ©ksini forz edsk. Farz edak ki, digur

bir /(2)=1 c¢'(z-z0)" var ki, he¢ olmazsa bir amsal G¢iin cn*c'n

odanir. Onda R2<|z- z0/< halgasinm daxilinda har yerdo

I ¢(z-z.r=1< (z-z0)" barabarliyi 6¢danir. M/arkazi z0 nogto-

1f=00 tl-Vi

sinde radiusu R olan CR cevrasini qurag: R1<R<R]. Ondu

2>,(z-z0" va X c'(z-z0)" siralari CA-ds miintazam y1gilir. Har

/f= 00 /1= 00

iki sirani (z-zOym-\ VmeZ ifadasine viiraq va hadbahad into

grallayag. J(z-z0)"™wldz integralmi hcsablayaq. z-z0=Re"f

<
gotarsak, alariq:

R" --ﬂeu {pd{p :I\Q
3 om,

ndm
“n - m

buradan aliriq kl., VmeZ u'(ﬂ]'n

Cm=Cm- Y
Praktiki masalalarda yeri galdikca, elementar funksiyalarm
Teylor sirasma ayrilismdm istiladu edilir. Bunlar asagidakilardir.



23 22

m: -z + L+ (1)_(_2_”_-’:1)_'+
i 1+h—h— .
YT T ()
. z3 z2"4
VIji =24 — . 4 e +..
6 (2n+ 1)

Hi ayrilislar |z|<oo oldugda dogrudiir.

— = 1+z+ 22+ ...+72n+...
l-2

1- =1-z2+2z2-... +(-1)Jz" +...
Itz
Hu ayrihislar isa |z] <1 oldugda dog§rudurlar

Misal 3.72. /(z) =zcos-"— funksiyasmi zo=1 ndqtasinin atrafin-
z -1

dn Loran sirasina ayirm.
lolli. Bu funksiyam (z-1) dayisaninin funksiyasi kimi gdstarak.

[(z) =@z - 1+ )cosfl +——j =z -1) cosj™l + —~]"J + cosr +—

(z-1) 008 1ecossin lesin + 005 1¢COS--------------- sin 1esin
z-1 z-11 z-1 z-1
iisa ifadasini dayisan kimi gabul edib, 1 o sarti da-
z-1 z-1

\ilinde elementar funksiyalarm ayrilislarmdan istifade edak.

! ® olmasmdan almir ki, |z—4>0 - Demali, bizim milahizw-

lorimiz 0<|z—4 < w halgas! daxilinds dogrudur. Onda alariq:
S : S 2 vt (D) e
AR 2 (z-1)r2H24 (z-1)4 - =) (211)!(I’-1)r
1 1 1 1 ™M 1
I — - U Y (R L — — +
z1 (z-1) 6 (z-1) 2n+hYi(z-1)
Hunlari nazars alsaq:

Mi

Hi



1 1 11 -1y . A

f{z) =(z-1)cosl 1 - - F o+ —+ ...
.2 (z-1H)2 24 (z-1)4 (2m)\(z - 1)

- (z-1) sin 1l (-1)” s
(2-1) 6'(2-1)3+"+ (2m+ D)2 D)2+
+ 0051£1 ! TH-T Ft C1)” —n
2 2—) 24 (2-Ha T ONz-1) 7
“sin1 b -1)" n

i
(z-1) 67 (z-1)3+"+@2n+ DI(z-)24
alarig. Motarizalari aciriq ve eyni daracali hadlari toplayirig. Onda
alariq

.. M cosl cos | (-N"cosl
f(2)=cos1(2-1) ! P H — o+
2(2-1) 24(2-1) (2«)1(z -1)

oo (NyHeost . osinl o (Hmasing

{in + 2)12- )24 6(2—)2 en+h)li(z-1)2
+cos 1 cosl ‘ H cosl . ___(_:_'_)___99_%' .

2(2-1)2 24z -1) (2h)Y(z -1)
sinl sinl (-1)" 1sinl

(z-1) 6(2-1)3 2n +\O)\(z -\) 2
cosl +2sinl  3cosl-sinl
+...+

=c0s1(2-1) + (cos 1- sin 1)—2(71) 6(_21-_1)2'"
cosl +4sinl (-D"((2« + Dcosl sinl)
24(2 - 1)3 @a+hi@z-nH2

(-*"""((cosl +(2n +2)sinl) .
(2n +2)1(2- )24

Misal 3.73. z dayisaninin daracalaring nazarall

f(z) = + - funksiyasmm batlin Loran sirasma ayrilis-
225z + 1522-2 z3

larmi tapin.

Halli. Bu halda z0=0 qabul etmak lazimdir. /(2) funksiyasi ¢

maxsusi néqtays malikdir: z0=0, 2, » 22 =\5 . Demali, mar
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Kuzi 20 =0 noqtasinda olan ii¢ halga vardir va /(1) funksiyasi bun-
Inrin har birinds analitikdir:
1) 0<\A<—j2) —<bl<15; 3) 15< 14 <00
Mo 2 2 11 1
I(z) funksiyasi Ucln bu halgalarin har bi-

linds Loran sirasim tapagfsek. 35).
ovvalca f(z) funksiyasmi elementar

k.tsrlarin cami saklinda gostarak:

f*_4w .
O= 7 a1
Bu sada kasrlari asagidaki kimi ¢evirak

. 1 I 2z [412 4+ H)2Vv
15 14 1] 15 hZz 15 15+ 225 15"
15 15
22<1 ) 15 .
oldugda, basqga sozls, |z <~ olduqgda aliriq:
2 1 &1 Mk (-1)"2" zn
15+¢22 15 225 15] 1
Analoji olaraq bl<15 oldugda aling:
f 2 n A
I— 1 1 1 14—-12:-\g ----- h HZ H
15 2 N 15 15y 15 22 L
v 15 15
1.7 .11
51225 "5 15
Bunlari f(z) 450 2 + 1 ifadasinda nazars alsaq
15+¢21 15-1

eoxsar hadiDri islah etsak, o< <£ halgasinda funksiyanm Lo-
2

«dn sirasma ayi 1lisi iicin asagidaki ifadani alariq

|00



15 o . ? . .
\2\ > — olduqda sira dagilir. Ona g6re de — -— ifadasini basci;
11 2 15+ 2z

sakilds gostarak.
2 2 1 1

>+22=2/1+15rz'1+ 15

vV o 21) 212

Onda |zl > — oldugda alariq:

1 15 225 (-1)"1rs"
z 2z2+ 4z3 "'+ T znA +'

5 < |z <15 halgasmda /(z) funksiyasmm Loran sirasma ikinci ;ly

rilisint alirig:
y 450 1 15 225 (-\)n\5n" (-1)"H15"
f(z) — + —T M+ .. +- + - —
V4 z 27" 4z 2N 7" 2"z
H L 1———2————1——2—2r +.. H———Z—- -+ —. H-(I)l——S————!— b..—
15 225 15 15 2"z

225 15 449 1 z z2 z"
1 ! 1 +.. H + o

I

47 2z 7z 15 225 153  15"4

Analoji olaraq |z|>15 oldugda El— kasrini asij'.id;
-z

cevirsak, alirig:



| _J 2 W,

15-r ;1 15 z v oz oz 2]
1 15 225 15"
z 7z 7

Bu sira jz|>15 oldugda yigilhr.
15<|zZ <o halgasmda /(z) funksiyasmm Loran sirasina
liriinct ayrilismi aling:

J(z) = 4502 25 BB LTSI (D)

z z 222 4z 2 7' 2"z
1 15 225 15"
z z* Z i
448 15 1 1125 1 15"y ((-1)" - 2"'])
Z V Z 2 4 V + II|+ 2II_1ZII + ni
Misal 3.74. f (2) =27 funksiyasmm z-(s-22) fargimn daraca-
z22-4

I lhid nazaran bitln Loran sirasina ayrilislarim tapm.
u.tlli. Bu funksiyani asagidaki kimi gostarak
2z 1 1
I( +
z-4 z2-2 z2+2

mu funksiyanm iki maxsusi ndéqtasi var.

2 va z2=-2. Demali, markazi

\- 2/ ndqgtssinds olan ¢ halga var va /
I, ) funksiyasi bunlarin har birinds anali-
nl Wr(sak. 36):

hwu.lz- 3+2\mn5;2) V5<|z-3 +2z2|< V29;

Sakil 36.

1 /,")eJze 31 2/je ap .
Ituli is;>bumlan ovvalki misalda olduju kimi avvalca sads
|*.r,||,|u, asaj™idaki km\i ¢evirak.
| 1 1 1
2 (. nmohywn @-2)+(z-3 +2)~T~2i "(z-3 +2
1-2i



z-3+2/
1-2/
duqda verilmis kasri asagidakil kimi siraya ayirmaq olar.
1 1 ﬂ z-3+2 (z- 3+2i)* (-D"(z =3+ 22)1
z-2 1-2/ 1-2i (1-202 (1-2/)”
1 ,(z-3+2/),(z-3+2/)2 | (=)n(z-3 +2i)n |
1-2/ 3+4/ 11- 2 (1-2ly
Analoji olaraq
1 1 1 1
z+2 (z-3+2)+3-2/+2 (5-2)+(z-3+20) 5-2/ 1]|z-3 +2/
5-2/

<1 olduqda, basga s6zla |z- 3+2i\<J29 ol-

Demali, <1 olduqda, basqa sb6zls |z-3 +2/|<V5 ol-

z-3 +2/
5-2/

duqda verilmis kasri asagidaki kimi siraya ayirmagq olar.

1 z-3 +2/+i(z-3 +2Q2_m+ (-1 (z-3 +2/)L+m

Demsli,

+2 5-2/ 5-2/ (5-2/)' (5-2/)"
1 (z-3+2) ;(z-3+2N2 | | (D" (z=8+2)" |
5-2/  21-20/ 65-142/ (5-2/)"

Demali, 0 <|z- 3+2/| <a/5 halgasmda / (z) funksiyasmm Lo-
ran sirasina birinci ayrilismi aliriq:

U (z2-3+20 (z-3+2) (-1)" (z-3 + 2)

R O L |/ (7
AL () a3y (s
5-20 00 T eSLa T (5o )
54 +68/ -126 +120/ (2-3+2)+..+
145 841
1 \
MR S IOy PRI

jz—3+2i\>n/5 oldugda sira dagilir. 12 funksiyasim basqa ciii

gostarak.
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1 1 1 1
z-2 L- 2i)+(z-3+2i)~z-3 +2/]] 1-2/

z- 3+ 2/
Onda
1 1 2i + (1-271)
z-2 z-3 +2/" z-3 +2/ (z-3 +2iy (z- 3+ 2Q)"
1 1- 2i S3-40 e f(=n- 200
z-3 +2i (z-3 +21f ' (z-3 + 2:f (z-3 +2/1"
Demali, 1 oldnqda, basqa s6zls |z - 3+2i>yy ol
Z- 3+ 2i

duqda verilmis sira y1gihir.

indi isa V5 <|z- 3+2i\ <n/29 halgasmda /(z) funksiyasmm
Loran sirasma ikinci ayrilisini alirig:
3+ 4/ -m —1+ 2/

/1 (2) = + H o h 2E£ T+ _
(z-3 +2/)" (z-3 +2/)3 (z-3 + 2/)2
1 z-3 + 2/ z-3 +2/)2
¥ ( L ad 2 h.+

z-3 + 2/ 5-2/ 21-20/ 65-142/
[ (=" (z -3 +2)" |
(5-21)n4
jz—s + 2\ >yJ29 sira dagilir. Onda
1 1 1
z+2 (5-2/)+(z-3+2/) z-3+2/ 1+ 5-2/

z- 3+ 2i
Demali,
1 1 f 5-21/ (5- 2/)2 " (-1)45 2/)
z+2 _z—3+2/i z-3 +2/+ (z-3 +2/)2 - (z-3 +2/)"
1 5- 2/ 21. 20/ (-1)45-2/)"
|
z-3+2/ (z-3+20)2 "(z-3 +2]) (z-3 +21)"
Bu sira isu  °  ?'- <1 olduqda, basqa so/k) | 11
- 3+ 2/

oldugda yigihir. liu siralari taraf-taraf toplasaq J.n)



halgasinda / (z) funksiyasmm Loran sirasma Gg¢unci ayrihsmi ali-

rg;
/(2) 2 6-4i _+_18-24/ o+
z-3 +2i (z-3+20 (z-3 +2/)

(-1 (1-2Q"-"+(5-2/)-")

(z-3 +20"
Misa! 3.75. /(z) =---—-- b funksiyasmi z =2 va z =3 noqta-
(z-2)(z-3
lari atrafmda Loran sirasina ayirin.
Halli. f(z) =-——-- e funksiyasi z=2 va z =3 ndqtalarindan
(z-2)(z- 3

basga bitin kompleks mustavida analitikdir. Bu noéqtalardan
lzZl=2, jz=3 c¢evralarini kegirak. Bu funksiya |z <2 dairasinds,
2 <|zl <3 halgasmda va |z >3 dairasinin xaricinda analitikdir vu

ona goOra ds bu oblastlarda onu siraya ayirmaq olar. Funksiyam
2 <zl <3 halgasmda Loran sirasma ayiraq:

[<*F)-E***, t =0,£1,£2,... burada C:L =p.

2 <p<3 misbat istiqgamatli cevradir.

Oslinda ck-lari hesablamaq ucgiin bels murakkab disturdari
istifade etmaya hamisa eytiyac yoxdur. Eiazan asa§idaki gaydadai
istifade etmak alverisli olur. Ayriiisi zaruri olan funksiyani els sad.I
funksiyalarm cemi saklinda gostarirlar ki, toplananlarin har biriin
z —z0 farginin manfi va ya musbat qlvvatlarine ayirmaqg mimkiir

olsun. Bu Usuldan istifads edak. f(z)— ------- b = — -
(z-2)(z-3) 2-3 2
soklinda goOstarak va har bir toplanani z dayisaninin giivvotk)iilin

ayirag:
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Bunlari yuxarida nazara alsaq alariq:

x  *)k-1 X K

I(r)=X-r-X5*71T-
=1 & =0

Misal 3.76. f(z)=- 1 funksiyasint z=1va z =2 noqtale-
(z-\)(z- 2
iiairafinda Loran sirasina ayirm.
Ilallz. f(z) = 1 funksiyasi z=1 ve z=2 noqtslarindan
(z-D(z-2

basga butin kompleks mustavids analitikdir. Demali, 1<|z|< 2 hal-
ilasmda analitikdir ve ona gérs ds bu oblastlarda onu Loran sirasina
ayirmaq olar. Funksiyam sads kasrlarin cami saklinds gostarak:

! (z) = 1 -_.1..1
(z-1)(z-2) z-2 z-1

kasri |z <2 dairasinda analitikdir va dayisanin musbat da-

idcali qivvatlarina ayrilir:

L Y3 L AL
z-2 2 xz_ 214 2 2 2n 2Zol 2

kasri |z >1 dairasinin xaricinda analitikdir va dayisanin

Iniisbat daracali quvvatlarine ayrilir:

-1 -1 =.-'1'1+£+—1+_..+—1+...1=-\é_j~1
z-1 1 2 2 2 ) mz
z11-
z/

Naticada alirqg:

/<m>



Bu funksiya ucgiin digar obla stlarda basga ayrilislari almaq olar.
Masalan, bu funksiya |z <1 oblastmda analitikdir ve Teylor sirasina

ayrilir:
1 1 +1 1 1 1
(z-1)(z-2) z-1 z-2 l1-z 2
2
7 72 AL
iz oz eez - t—t— L+
2 2 2 2 ]

Bu funksiyani 0<|z—<1 halgasmda (z0=1 ndqtasinin atra

fmda) (z -1 )-in qlvvatlarins ayiraq:
v ~ 1 1 1 1
I )_-(Z_-|WZ“--2_)_ z-1r+z-2 z-1 1—+Hz-—))

+2>-1r =-2>-17r
z-1 45 12211
Belalikls, eyni funksiya ii¢cin miuxtalif ayrilislar almaqg olal
Bu, ayrilisin yeganasliyina zidd deyil. Clnki alinmis ayrilislar
muxtslif oblastlar Ggindiir.

815. Analitik funksiyaiin maxsusi néqtalari
15.1. Aradan galdirila bilan maxsiisi négtalar. Polyus

Tarif ogar f(z) funksiyasi hirgiymatli VO
f(z) e coo{o <|z —z0|<p(z0)} olarsa va zo néqim f(z) funksiyasi
iiciin maxsusi ndqta olarsa, onda zo noqtasino J'(z) funksiyasmm

izola olunmus maxsusi néqtasi deyilir.
Torifl basga cur bels de demak olar.
9gar zo noqtasinin ela atrafi varsa ki, bu olrufda /(z) fun

ksiyasl zo ndqtasindan basga har yerds analitikdir, onda zo ndquU)
sina / (z) funksiyasmm izols edilmis maxsusi ndqtasi deyilir.
z0 maxsusi ndqtasinin 6zinda funksiya tayin oluranaya da bilar.

f (z) funksiyasmi zo noéqgtasinin atrafinda o<|z zoj<p(z.)
halgasmda yi§ilan Loran sirasina ayirmaq olar. /(z) funksiyasinii
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miilui z0 ndqgtesinin atrafmda neca aparmasi Loran sirasmm bas
™ c
litiddi olan 0iz)= > — --— ifadssindan asilidir.

Ooyd. Budaglanma ndéqtasinin kicik atrafmda va izols edilmamis

mi.txsusi ndqtada funksiyani Loran sirasma ayirmagq mimkin deyil.
Burada ¢ hal mumkundr:

0 V>0 ugin cn=0; Q(z) =0; z—z0 oldugda j\z) -> c0 olarsa,

mHula z() noqtasi aradan qaldirila bilan maxsusi néqtadir. z0 néqtasi
1(;:) funksiyasmm diizglin noqtasidir. ©gar funksiya zo ndqtasinda

inyin olunmayibsa, onda onun kasilmazliyindan istifade edib
/(.:,)) =c0 gotirmakla zo0 noqtasinda tayin etmak olar. Aradan gal-

Imla bilan maxsusi ndqtanin  atrafmda o< |z-zo0|< p(z0):
1(Z2)\<M va [/ (2) =(z- z0)">(z), m >0- tam adaddir, g>(z) *0; va

lim / (z) = 0 olarsa, onda Z0 néqtasi m tartibli sifir adlanir.

h'orem 1. 9gar f(z)e coofo <|z- 20 <p(z0)} va o <jz- z0|<p(z0)
lihlngda |/(z)] <M olarsa, onda. zc ndqtssi aradan galdirila bilan
niiixsusi néqtadir.

h.hati, A /(z) funksiyasim Loran sirasma ayiraq va amsallar Ugin

kN

- zZ{)"~'dC, n >0 ifadasina baxaq.

inteqrallama konturu kimi markazi z0 néqtasinds olan va ra-
dlisu  p:\GC-zO=p olan daire go6tirak. Onda £ - z0=peip,

- ipei(p aveazlamasi aparib, er® =1 oldugunu nazars alsaq,

lilung: p-+() oldugda Jcs|l< Mpn--» 0. c,, amsallart  —dan asili
nlinadigmdan c o alirq.T/

I /(z) funksiyasmm | oran sirasi onun izols edilmis maxsusi nog-
Insinin atrafinda d; 4y.u-»si Inanfi olan sonlu sayda hadds malikdir.
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z-» z0 oldugda /(z) -> o olarsa, z0 ndqtasi m tartibli polyus adla-
wr, /(z) =-YO7} ; Vv(zo)*° e

Teorem 2. ©gar /(z)e Coo{0<|z-zO< bxz0)}, z0 riégtasi /(z) fun-
ksiyasinin izols olurimus maxsusi noqtasidir va z-» z0 olduqda

® (z noqgtasiriin z0 néqtasins yaxinlasma tsulundan asi-
Il olmayaraq) olarsa, onda z0 ndqtasi f(z) funksiyasmm polyusu

dur.
isbatl. A z-»z0 olduqda |/(z)] o olmasindan alinir ki, VA>()

lciin 3e: 0<\z-zO\<s olmasmdan |/(z)|>A almir. g(z)=—

/00

1
funksiyasina baxaq; g(z) e G0 <|z- z0 <e}; |9(z)| <X: M . Bura

dan alirur Ki, z0 noqtasi g(z) =—— funksiyasi G¢un aradan galdi
f(z)

rila  bilan  maxsusi noéqtadir (teorem 1-s asasan). Demali,

g(z) =(z - z0)mep(z), m> 0, cp{rO) 0. Buradan alirig ki,

o.T
Za)

15.2. Vacib maxsusi néqta. Soxotski-Veyerstrass teoremi

c) ©gar f (z) funksiyasmm Loran sirasi onun izola olunmus .n
maxsusi noqtasinin strafmda sonsuz sayda z-z0 farginin minili

daracali qlvvatlarindan ibarat hadlari varsa (sonsuz sayda htxMi
tclin ¢ n*0), onda z0 noqtasine /(z) funksiyasmm vacib 1naxsi.M

noqtasi deyilir. Vacib maxsusi néqtanin atrafinda anal itik limksiv
amn 6zinl neca aparmasmi asagidaki teorem miayyan edil,
Teorem (Soxotski-Veyerstrass). ixtiyari B kompleks ndodi r»
Vs>0 (gln Z0 maxsusi nogtasinin V77 (0 <\z- zQe // > <i/mfbhi<i

ela bir z, néqtasi var ki, |/ (z9-B\<e d&danir.
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Ishatl. A®ksini farz etmakls isbat edak. Tutaq ki, ele sO ve W var

ki, Vz (0<|z—=z0<70) Ucln \f(z)-B\>eO0 ddonir. g(z) = -

Innksiyasina baxag. Onda yaza bilsrik. [g(z)| =...... m..... <—=M e

Huradan aliriq ki, z0 néqtasi g(z) funksiyasi cln aradan qaldirila

bikm maxsusi noqtedir (teorem 1-a asasan). Demali,

L()=(z-20">(z), m>0, <pfz)*0. Buradan alirig ki,

f(z)=B+- - -; 1//(zo)*0. Buradan isa almir ki, z0 noéqtasi
(z-z0)m

/(.") funksiyasi Gc¢iin ya m>0 olduqda polyus, ya da m =0 oldu-

qtl; duzgiin ndq}adir. Ziddiyats galib ¢ixdiq. T

Misal. f(z) =ez funksiyasi iiclin z-0 ndéqtasi vacib maxsusi ndg-
UKiir.

Tnrif ©9gar 3R>0 varsa ki, Vz uc¢un |z|> R olarsa va f{z) furi-
ksivusimn z =0 noéqtasindari sorilu masafada yerlasan maxsusi ndég-
htlori yoxdursa, onda zw ndéqtasi birgiymatli analitik funksiyanm
I-0/,) edilmis maxsusi ndqtasi adlanir.

oQ
noqtasinin atrafinda Loran sirast: /(z) =1 v 7. * <|g<00.
=
0
1) Ogar 7>0 oldugda butin cn=0, f{z)~ cre” va ya z->-00

n--@

oldugda f(z) funksiyasmm sonlu limiti varsa, olarsa, onda zm
iirulK)si /(.:) funksiyasi tciin aradan galdirila bils maxsusi noqts-

ilr.
li) v)gor /(. ) funksiyasmm zm ndqtasinin atrafmda Loran sirasi

*iln sayda niisbi)! daracalj hadlars malikdirss, /(z) = ,

ri--ro

ni () vu ya » oldugda f(z)-> oo olarsa, onda zn ndqtasi

/1 ) funksiyiiM nuw polynstlur.

1<)



v) ©gar f(z) funksiyasmm :zm ndqtasinin atrafmda Loran sirasi

sonsuz sayda misbat daracali hadlars malikdirss, /(z)=

ve ya z —>co olduqda /(z) funksiyasi sonlu vs ya sonsuz limits
malik deyilsa, onda z, ndqtasi f(z) funksiyasi l¢in vacib maxsusi
ndqtadir.

Izols edilmis noqtalarin tasnifatma aid misallarin hallinds

bazan asagidaki mahiyyatca eyni olan tasnifatdan istifads etmak
alvcrisli olur.

izola olunmus maxsusi néqtalarin tasnifati (limit dilinds).
Tutaq ki, zg noqgtasi f(z)eC°o0{0<\z-z0\<p(z0)} funksiyasmm izo-
iDolunmus maxsusi néqtasidir.

1) ©gar [/ (z) funksiyasmm z0 noqtasinda sonlu limiti varsa, yani

lim /'(z) = c0, |c0| <00 olarsa, onda z0 néqtasina /(z) funksiyasmm

aradan galdirila bilan maxsusi ndqtasi deyilir.
2) 9gar f(z) funksiyasmm zo ndqtasinds limiti iim/(z) = oo olar

r—r()

sa, onda zo ndqtasine f(z) funksiyasmm polyusu deyilir.
3) ©gar [/ (z) funksiyasmm zo ndqtasinda sonlu va ya sonsuz limil

olmazsa, onda zo ndqtasina f(z) funksiyasmm vacib maxsusi ndq
tasi dcyilir.

Misal 3.77. f(z) = ——34—funksiyasi Ugunn zo=0 maxsusi nogi.»
€:l-1-z

sinnin tipini miayyan edin.

Halli. Funksiyani f(z) =— kasri saklinda gdstarak. Bulid 1
e I(2)

A(z) =e’ -1, {z) =e:-1-:. z0=onéqtesi bu funksiyalarm b
ikisinin sifiridir. Bu funksiyalari Teylor sirasma ayirag.
A(z) =e: *l:1+25+-i+...- 1- zbfl--i[i--—f
2 2

Buradan gorinir ki, A0)=n1'(0)=4"0)=4"0) I1"0) 1
n<s)(0) o 0 . Demali, zo=0 noqtesi A (z)-ed - 1 linl -ivasi ih.tm
K - 5 tortibli sifirdir.
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2 .6 2 2
Eyni zamanda zo =0 ndéqtasi ju(z) =ez-1-: funksiyasi ucin
1=2 tartibli sifirdir. Alirng ki, k>1, demali, z0=0 ndqtasi f(z)
funksiyasi Ugun aradan galdirila bilan maxsusi néqtadir.

IVlisal 3.78. f(z) =zcos— funksiyasi U¢liin z0=0 maxsusi ndqts-
z3

sinnin tipini mdayyan edin.
Holli. Funksiyam zo =0 néqtasinin atrafinda Loran sirasma ayirag.

2 14 1 16 A 2
/(z) =zcos— =2z 1-- C+ —rr-...\=z--r_+
z 2 z6 4 z" J z5 3z"

Gordrik ki, ayrilisda sonsuz sayda manfi daracali hadd var.
Ona gora da tarife asasan, z0=0 nodqtasi /(z) funksiyasi Uc¢ln

vucib maxsusi ndqtadir.

IVIisal 3.79. f(z) =s-1 funksiyasi tcin izols edilmis maxsusi
z4-

noqgtalari tapm va onlarin tipini miayyan edin.
lIslli. Funksiyanm maxsusi ndqtalari asagidakilardir: 0, 1, =#i.

<ularm tipini muayyasn edak.

f(z) funksiyasmm z->0 olduqda limitini tapaq. ©vvalca haqiqi
boyunca z—0+ olduqda limiti tapaq. Basqga s6zls, z=x, x>0.

1)nda

1
lim/ (z) = lim sinw ex =-1 «lim >K) *eqa =
o ~ W+0 j 4 _ ] .r->+0
r=.v>0

\

. Ex .. £l .0
=-n lim— =-7 lim—=-n lim — = +o0
V-»+0 1 |—=+c £ t-*+r. J

Biz burada x->0 oldugda smnx-nx ekvivalentliyindan va
I opiial gqayilasmdan istifads etdik.

Indi is;»liugigi ox boyunca z 0- olduqda limiti tapag. Bas
!l Sn/Kk), v, \' (). Onda



, 1 1
-—-ex=-1- \im(nx)-ex=
1

X-y-0

lim /’(z) - lim
r-->0 v—-0 x 4 _
1 =.2\<0

=-n I|m——7I|m——-n lim 6—1:0

V~>~0 /->-« i

b
Aldig ki, sag va sol limitlar muxtalifdir. Demali, /(z) fun-

ksiyasinin z ->0 oldugda limiti, Gmumiyyatla, yoxdur. Bu isa o

demakdir ki, z0=0 ndqtasi / (z) funksiyasi lciun vacib maxsusi
noqtadir.
indi ise z, =1 oldugda limiti hesablayagq.
1
m fr/(z)N: im ez sinfzz _ e I'mﬂn&r(z_l) +'IT1:
->' (z+D(z2+1) (z-1) 2-2 = (z-1))

_-_s_p_w(?u(f 1)) e n(ﬁ ) Tre
4 z3) 4 r-» (z -J 4
Limit var va sonludur. Dcmoli, zz 1 ndéqtasi /(z) funksiyasi

iiciin aradan qaldirila bilan maxsusi nOqUKIir.

Analoji olaraq z, =-1 néqtasi Ugiin aliriq

lim/(z)=lim ez Sin 1 =- cl |1 SIH(/I_(_Z__T_:!'Z___[]_)_
1 >(z-1)(z2+1) (z+D -212-*1 (z+)
€ S e ) ne
4 - > (z + 1) 4 (z + 1) 4

Bu da o demakdir ki, z2=-1 noqtssi da /'(s:) funksiyasi tgln
aradan galdirila bilan maxsusi néqgtadir.

indi iss z3=i oldugda limiti hesablayaq. f(z) funksiyasmi

kasri saklinds goOstarsk. Burada X(z) ,
(z+2)(z -1)

11(z)
ili(z) i. Hesablayaq: x(i) = ——25m2_— 0, [I(/)=0, =
-2-2i

Denbdi, m / ndqtasi bir tartibli polyusdur.
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Analoji olaraq z4=-f {giin /(z)=— , A()

M(z) ( O» b
ju(z)-z +i.  &{i) = zs_sé-;(_-é-/)-cpo ,ju(=i) -0 1 i) 1'D F«ni'h
z3 =1 noqtasi da bir tartibli polyusdur.

Misal 3.80. /(z) = —— —— funksiyasi Ugiin izols cdilmi:. nbl ,u

z(l -cosz)

si ndqtalari tapm va onlann tipini muayyan edin.
Halli. A(z) =sm3z va jli(2) =z(I- cosz) funksiyalari biiiiin kom
picks mistavida analitikdir. Demali, t(.) funksiyasmm nk>isiim
néqtalari maxracin sifirlaridir, basqa sézls, ju{z) =0 ndéglinlur ull
Bela ndqtalar solisuz ¢oxdur. Birinci bu z0=0 ndéqtasidir, eluco dn
I-cosz =0 tenliyinin koklaridir. Buradan iss cosz 1 wvn
z=Arccos1=-iLn(@+0) =-Z(0+i*0+ 2nki)=2m , n&Z .

Qeyd edsk ki, n=0 oldugda z0=0 alinir. Bclolikh»,
2,=2TT, n€Z . z0=0 oldugda aliriq
J(z) =sin3z, N1(0) =0
JI'(r) =3cos3z, A'(0) =37-0
fc=1. //(z) =z(I - cosz), I"(0) =0
/u'(z) =1-cosz +zsinz, ju'(0) =0
/I(z) = 2sin z+zcos z, /In"(0) O
/I(z) =3cosz- xsinz, /["(0) 3*0.

Moaxracin sifirinin turtibi / 3. Yani zo=0 noqtesi | Kk 2
tartibli polyusdur. zn 2mi, // 0. 1(rJ =0, N'(rJ =3*0
Suratin sifirinin Inrlibi K-\. /z(zn) =0, e, 0,

ji'(zn)=2m 0. Dcmnli, § 2m noqgtalari «*0 oldugda bir lor

tibli polyuslardir.

Misal 3.81. 1 Mimksiyasi iiclin izole edilmis TnXx.unm
sill

noqtalari tapm va onlarin lipini muayyan edin.
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Halli. Tanliyi hall edirik. sin- =0, - =m , n€z

z z

Zi=— ,neZ.f(z) funksiyasmm maxsusi néqtalari z0=0 ndqte-
7m

sive zn=—, ne Z, n* 0 ndqtslaridir. Lakin n-> 00 oldugda

an
goraruk ki, z,->0. Demsli, z0=0 noqtasinin ixtiyari atrafinda

/ (z) funksiyasmm sonsuz ¢oxlu maxsusi néqtalari var. z0=0 ndg-
tesi f(z) funksiyasmm izole edilmis maxsusi néqtasi deyil.

z =— noqtalari isa izole edilmis maxsusi ndqtalardir. Sgar
m

(p(z) =—— =sin - isara etsak, onda
f(z) z

<p(z):sinz-, <p(zn) =0,

(p\z) =--i-cosi, M(z,) =-;rV (-1)" *0.
z Z

Demali, z,=— noqtalari <pz) =sin- funksiyasi U¢in bir
m z

tortibli sifirlardir. Onda f(z) funksiyasi t¢ln bu néqtslar bir tartib
li polyuslardir.
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IV FOSIL. CIXIQLAR N8&Z8RiYYSSi V& ONUN
TOTBIQLORI

8 16. Analitik funksiyanm izola edilmis maxsusi
noqtada cixigr anlayisi

Tutaq ki, z0 noqtesi /(z) funksiyasmm izols edilmis maxsusi
noqtasidir.

f(z) =£c,,(z-20% 0<|z- z0|<p ,
ANJL f-riLjf.

Torif. res[f(z),zq:? d\f((;)d(; kompleks adadina f(z) funksiya-
m

simn Zj ndqtasirids ¢ixigi deyilir.
Burada C+ konturu /(z) funksiyasmm analitikiik oblastin-
ilan ¢ixmamagq sarti ile z0 ndqtssini daxilina ala bilan gapali kon-

turdur.
Aydmdir ki, res[f(z),z0]=c_,.

16.1. Cixiglar nazariyyasinin asas teoremi

Teorem. Tutaq ki, f(z)e Coo{G\z,,z2...,zv} sonlu N sayda izolo
olunmus maxsusi ndqteni ¢ixmaq sarti ila har yerds analitikdir

Onda J/(2)flfe =2w £ res[/(z),z]

isbati. A©gur /(;:)g Coo{G}, onda 6G-nin biutin néqtah)ri /(,-)
legiin dizgin noéclUlclir. f(z) funksiyasmm har bir izok> oliimir.

noqtasini ayri-nynligtla bir gapali yn konturu ils ayirur )< v*
yn konturlari iv> mnluludinjjmis bu ¢ox rabitsli oblaslda /( >lim



ksiyasi har yerds analitikdir. Onda coxrabitali oblast lclin Kosi
tcoremina asasan

\f(z)dz =0 -
ac n=1
Burada ikinci toplanani barabarliyin sagma kecirsak, inteqgral
lama istigamatini aksina dayissak va ¢ixigm tarifini nazars alsaq:

jf(z)dz=2m"Yj res[f{z),zn] alariq.T

C, "=l

16.2. Polyusda c¢ixiglarin hesablanmasi ddsturlari

Cixiglar hesablamag Uglin asasan asagidaki gaydalar movcuddur
a) agar z0 aradan galdirila bilan maxsusi néqtadirsa, onda

res[f(z),z0\=0.
b) agar ZQnoqtasi M tartibli polyusdursa, onda yaza bilarik:

C-\
/(2)= (z zO) R Y

(Z'Z,,),,,/(Z) :C1|+11'+ CI
(Z zn)
1 da" 1r 1
ra[/(z),z0]=c., =? lim - Lz zjrf(z) .
(w- ] "az
Xususi halda, m =1 oldugda
res[/(z),20] = ¢, = lim(z -> 20)./(2)] *

ogar /(Z) =’I‘/y(z,) ¢?(z0)* 0, /I(2) =(z-z00n//'(z0) + ...,

~A(z0)* 0.0Onda res[/(z),z0]=c, ZN-
( 0)

c) agar z( vacib maxsusi néqtadirsa, onda

AI(Z),Z20]=C. =7
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16.3. Funksiyasmm sonsuz uzaglasmis ndqtada cixigl

Funksiyasmm sonsuz uzaglasmis ndqtada ¢ixigl

I(M1'(2),2] =—€] =—2—dﬁ(g)dg disturu ila hesablanir.
m

Ogar zwaradan galdirila bilan maxsusi ndqtadirsa, onda ¢ixiq
irdan fargli ola bilsr.

Nossalan, f(z) =1+- . z* aradan qaldirila bilan maxsusi néqtadir.
z
>'"\.f\z2),zj=-c_, =-1*0.

Tam kompleks mistavids analitik funksiyanm zm ndqtssin-

*hwki bltln ¢ixiglarmm, sonlu sayda izola olunmus néqtalarini ¢ix-
niiici sarti ils, cami sifra barabardir.

8 17. Cixiglar nazariyyasinin haqiqi dayisanli funksiyalarm |1
név geyri-maxsusi integraHarimn hesablanmasina tatbiqi

lemma 1. Tutaq ki, /(z)e Coo{lzl > R0OfUmz >0} sonlu sayda izola
blunTw, maxsusi noqtani c¢ixmag sarti ils analitikdir vs
A>0-°nda Jm j/(EX =°'
|Z| Rc)t
Hirada CR konturu |z =R Imz>0 yarimdairasidir.
Ishall. A R>R( oldugda

/(£ Ne fl/(£)|ds = oldugda. V
N K K

Orydlor:
I v)gir 2 mn;1 (g oldugda Lemma 1-in sartlari 6danarss, onda

Inn [/(E)</<; o Winndil Mrkonturu |z| = AfI(", <argz <(p2) sekto-

H1dIl yCI'IDSUM 14*VI1' tp IVSlidiir.
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2. ©gar f(z) funksiyasi zmndqtasinin atrafinda analitikdirsa va zd
ndqtasi an azi iki tartibli sifirdirsa, onda Lemma 1-in sartlari dde-
nar.

Teorem 1, Tutaq ki, Imz>0 c¢oxlugunda sonlu sayda zn izols
olunmus maxsusi néqtalars malik f(z) analitik davami olan, haqiqi
oxda maxsusi noqtalari olmayan ve Lemma 1-in sartlarini 6dayan
f (*) funksiyasi - co<x <oo oldugda verilmisdir. Onda asagidaki |
nov geyri-maxsusi iteqral var:

r.\f{x)dx :2;n‘]AIr‘ res[f(z),zn)

«

isbati. A R>RO0 olduqda{-/? <x<A}UCJ{|z| = Aflimz >0} kontu-

runu gotiirak. Cixiglar nazariyyasinin asas teoremina asasan yaza
bilarik:

\f{x)dx + jf(C)dC =2T" res[f(z),zn] (0
-R C,, «="
Ancag Lemma 1-8 asasan

lim\T w =0
(1) barabarliyinin sag tarafi R- dan asili olmadigina gdra aliriq:
1f(x)dx =2mE£ res[f{z\zn] Vv
X 'H

Qeydlar: 1 9gar f{x) funksiyasi cltdirsa (/ (He)=/C*))vas teo-

rem 1-in sartlerini 6dayirsa, onda

T N

\f{x)dx =A1" res[f(z),z]

0 '4
2. f(x) funksiyasmm asagi yarimmistaviya analitik davami asag!
yarimmustavi Uclin analoji Lemma 1-in sartlerini 6dayirss, onda
analoji teorem da dogrudur.
Misal 4.82.Qeyri-maxsusi inteqrali he- # MR

sablayin. Nz bew™ \ 23r/n



=e'« (sak. 37) 1-ci tartib polyusdur L

) 1 T
jf(z)dz- 2mes .e =
r +Z' J
2m 2m
ix (n+1) IES

ne n ne n
Digar tarafdan

\f(z)dz m

L-

J(z)<fe = gf(z)dz +\f(£,)dg +
[ «

R -> o0 olduqda ikinci toplanan sifra yigilir (Lemma 1-in gey-

mr A~ p\ \
dina asasan). Uciincii toplananda z =xen foxe" =/m¥
\ o\ Yy
R o olduqgda alariq:
( Im om
jf(x)dx-e " jf(x)dx I-e" Jf{x)dx =
0 0 ne
Buradan iss alariq:
° 2m 71
\/{X)dX . ( i\ K
nen\-en WM-—=

Lemma 2(Jordan). ©gar f (z) e Coo{jzl >ROM Imz >0} c¢oxlujunda
sonlu sayda zn izola olunmus maxsusi nOgtalari ¢ixmaq sarti ils
har yerda analitik va |z]-->oc oldugda mintazam f (z2) 0
(argz-a gOre mintazam O<argz<n), zelmz>0, onda a>0
oldugda

,Iig_}) }e“4f{§:)d(; =0, burada CR konturu |z=/?DImz>0 yarimgev-
ivdir.

Isbati. AV ~>0 dciin 3/Tfjz|>tf oldugda

I/ (z)l <R(z), R -> 00 olduqda /?() ©

R> A0 olduqda



WV (ENe £ \eHf(i)\ds<
Q

£ = Rei0=x +iy,x = Rcosg¢, y = Rsin<p, dfe = Itap | ~ ~
Jef _ogrtC-f+07) _ eiaXQ -ty g« £] — - g-««sin®
i n
1 it 2

<eR\\eiAdtp =eR\e-,R™4(p =2sR je" RiM(p <

0 0 0

0 <<£><£ oldugda (ps>m(p>2—(p J]r
n T

!_ 2(iR(p i
<ZRfe * <fy=s*----- >0, N1-~o00 oldugda
0 ¥
R-+00 olduqda s(R)-*0(g>0).T

Qeydlar:
1. ©ger f(z) funksiyasi Jordan Icmmasinm sartlerini Imz<0 ol-

duqgda 6dayarsa, onda a <0 oldugda ]jm Cael(Af{Q:)d(; =0, burada CR
Nn->co

konturu [zZ1=RMNImz <0 yarimgevradir.
2. ©gar /(z) funksiyasi Jordan lemmasinin sortlarini Rez>0 ol-

duqgda 6dayarsa, onda a-ia (a> 0) oldugda /Ij_myd.Ee—t'fi&d(; =0,

burada CRkonturu |zj=i?nRez>0 yarimgevradir.

3. 9ger f(z) funksiyasi Jordan lemmasinin sartlerini Rez<0 ol-

dugda 6dayarss, onda a--ia {a >0) oldugda Um \ea-f(4)d” =0,

burada CR konturu |z!=Rfl Rez <0 yarimgevradir.

4. [(z) funksiyasi Uc¢un Jordan lemmasinin sartlari Imz>jy0
(Rez>x0,Imz<y0,Rez <x0) oldugda 6danir, burada yO(x0)- ham
musbat, ham manfi ola bilan geyd olunmus adaddir, inteqgral isa
|ze yQ=/?MImz >0 (|z-xq=i?f[lmz>0; |z-zyQ=/?fllmz<0,
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\z-x0\=tfflimz <0) yarimcevralarinin qdévsi lzra goturilir. isbat

analojidir, lakin inteqrali giymatlendirarkan
g = Re'fl+iy0(C =Re™ % Xq) avazlemasi aparmaqg lazimdir.

(a> 0) oldugda 0m \e~-aAf(C)dC=0, burada CR Kkonturu
J

R—

\A=RTMRez >0 yarimcevradir.
5. f(z) funksiyasi tcln sartler yingillasdirildikda da Jordan lem-
masi dogru galir. Tutaq ki, f(z) funksiyasi Imz >y0 vs |z|>tf0

oldugda arg(z-z>,)-a nazaran |z]-»00 oldugda  sifra
- W<arg(z- ly)< 7T-(p2<arg(z- iyd<n+<0  sektorlarinda

muntazam vyigihr ve gx<arg(z-z>,) <n-cp2, 0 <qOiggR<" veo

yx>y0 sektorunda mintszam mahduddur. Onda a>0 oldugda

lim [euif{C)dC =0, burada CR konturu \z-iy\ =RCMmz >y0 ya-
C.

rimgevradir.

Teorem 2. Tutaq ki, f(x) funksiyasi -oo<x <oo oldugda verilmis,

Im: >0 coxlugunda sonlu sayda zn izols olunmus maxsusi noqta-
lari ¢ixmaq sarti ila har yerda f(z) analitik davami olan, haqiqi

oxda maxsusi ndqtalari olmayan ve Jordan lemmasinin sartlarini
0dayan fiunksiyadir. Onda asagidaki inteqral var:

}eiaf{x)dx =2T]j‘ res[ekaf {z\zn\, burada zn-lar Imz>0 vya-
£ 141
rimmustavisinds izole olunmus maxsusi néqgtslardir.
Isbati. A R>R0 oldugda{-tf <*</?}UCIi{|zl=Animz> 0} kontu-
runu gotirak. Cixiglar nazoriyyasiilin osas teoremina asasan yaza
bilarik:

R -

T 2] ) (1

Lakin Jordan lemmasma usason
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lim \eiad(C)dC =0

(1) barabarliyinin sag tarafi A-dan asili olmadigma gors aliriq:
N

Misal 4.83. inteqrali hesablaym.
1.

I | i lco

burada zO0 birtartibli polyus, k >0,a >0.

Qeyd. Lemma 1 ve lemma 2-da ciizi dayisikliklar etmakls f(z)

funksiyasmm sonsuz sayda izols olunmus maxsusi noqtalari olan
hal G¢lin onlarin dogruluguna nail olmagq olar.
Tarif. ©gar f(z) funksiyasi butlin kompleks miistavids tayin olun-

mussa va mustavinin sonlu hissasinds polyusdan fargli maxsusi
noqtalari yoxdursa, onda kompleks dayisanli f(z) finksiyasina me-
romoiffunksiya deyilir.

Bazi muhium integrallar.

3./ = f(x)dx, O<a<l.

Y jres[zt-'(1-zy(f(z),zk], a0=Hm/(z) m
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Misal 4.84. inteqrah  f -7 Z | hesablaym.

m2r (z-1)(z-52)
Halli. inteqralalti funksiyanm maxsusi néqtalari z, =0, z2=1 va
z3=s5i noqtaleridir. z3=5i noqtesi inteqrallama konturuna daxil

deyil. 4 —0 ndqtssi iki tartibli polyusdur. z2=1 ndéqtasi bir tartibli
polyusdur. Cixiglar nazariyyasinin asas teoremina asasan aliriq:

1 ~7 dz = 2™(reslf(z)>z, ]+ res[f(z), z2])
jr-fj=2~ Jn
Polyusda ¢ixiglarm hesablanmasi disturundan istifade etsak
alariq
f "\
(z-7)z2 n
res[/(z),z,] =ilim

I, (2-1y(z-51"),

=vim IL1 1)(z-5/)-(z-7)(2z-1-5Q =7+30/
'-0 (z - h2(z - 5/)2 25
Sada polyus Uciln

res[f(z),z2]=Ilim [y N=o- o~
z (z- 1)(z-51) 1- 1
Bunlari yuxarida nazars alsaq, alariq
r z-1 ., 17 +300 6 > (24 106.
eaz = 2n2 =4 r
_i.2z'(z-1)(z-52) vV 25 1—2y V5 25
. . Yy
Misal 4.85. Integrali hesablaym: T ,a>1
-a +Cos X

Halli. z =e" avazlamasi aparag. x dayisani 0-dan 2s-y3a qadar
dayisdikda z dayisani |z =1 ¢evrasi boyunca musbat istigamatda

giymatler alar. A

cosx= 1(a fgfa)= — — va dx = — oldugunu nazars alsaqg,
2 2z iz

alariq:



r dx r diz 2 F dz

ja +cosx J.jVv +1 ] iJ, 2%+ 2az +1
1z1 + a
2z

Moaxracin kokleri z, =-a +n[a2- 1 z2=-a- y/a2-1 sada po-

lyuslardir. z, =-a +n/92-1 noqtasi |zl=1 dairasinin daxilindayer-

lasir. Onda resf(z ) =— --——-- oldugundanyaza bilarik
2112-1
2r dx -2 [ ("z 2
| a +cos X ird,z2+ 2az + 1 i2Ja2-1 yja2-1

Misal 4.86. intcqrali hesablaym:
X

i)d(p
0

Aalll. z =ed” avozlomosi apalag. cU»yisetli 0-dan 2zr-yaqadar
dayisdikda z dayisani |27 | ¢evrusi boyunca miisbat istigamatda
giymatlar alar.

2i(p=|nz, dep =— B— . Onda
2/ z

e - e e'V-e-"e a -fz _ z-en
+e-""=  (e'V!' +e-"e>) V- e ] i(z+eM
1« IMJ

Bizim halda, :=0va :z=-V noqte leri sadu polyuslardir.
z ~0 noqtasi inteqrallama konturuna daxildir vi> ms[/(z),0] =-1.

Onda integral

tg{(p + i) = -

+ i)d(f> = i — = 1) m-
0 2L z+e 2z 2'

Misal 4.87. inteqrali hesablaym: J
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Halli. inteqgralalti funksiyanm yuxari yarimmustaviys analitik da-

vami olan /(2) :ﬁlq funksiyasi Jordan lemmasinin bitin sartls-

rini dédayir. Yuxarr yarimmustavids bu funksiyanm maxsusi néqts-

. —a(kil) G . -
lari zk=e 4 , K=0,1. Har iki ndqta bir tartibli polyusdur.
Ona gora de =2m res[f(2),z,,) = [

+1 A9 2
Misal 4.88. inteqrali hesablaym: B a2 >0,a>0
J x2+at
Halli. Qeyd edak ki, Eyler disturuna goére cosax = Reeiax. Onda
inteqrali fggssg%cdx j ~. kimi yazmaqg olar. Integralalti
I X2 4Q2 X2 +az
funksiyanm analitik davami olan = funksiyasi yuxari
z2+a}

yarimmiustavida sada polyus olan yegant) ., in moxsusi ndqgtssins

malikdir. Onda ¢ixiqlar nazariyyasinin osas leorcinitu) gors

‘rcosaxdx ye""dx wor e A
— r =Rc r ~ «2/mv.v|/(:0,.-r,l <7?-.
Jx +a J X +a a
. . 1t
Misal 4.89. Inteqgrali hesablaym |
1)(z -2)

Aalll. r,-1,2 poilyiislail mU-ginllama konlurnina daxildir. Cixiglari
hesablayaq:
A1/, Whin@E NI -

[, 11 Tim (). () = -

2/2-0
[
2/2 +))

res[f(z),2]=lim(  .'l/i ) Onda inteqgral

12 | | 4.1 _w . 10+52-10+57440/

jl!(’\+l)(2 2) K )] ZI(2+i)+5J 22(4+1)5

Bu inteqrali soiisu/ 1.-alllasmis néqtadaki ¢ixiq vasitasile he-
sablayaq:
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Onda res[f(z),z,] =-1 va demali, yena inteqral 2/rr-ya barabar-

dir. Yani 2 2dz = 2¢
Kz +\)(z- 2

Misal 4.90. Inteqrali hesablaym: f 22z
J:2A2z-"+\y(z*-iy
Halli. Batin zk=VT,¥-0,5 maxsusi ndqtalar inteqrallama kontu-

runa daxildir. Bu noqtalarda c¢ixiglarin hcsablanmasi kifayat gadar
mirakkabdir. Ona gore da

\f{z)dz = 2TrX ~.¢[/(z), ]=-2nires[f{z),zx] disturundan istifada
edak. Inteqralalti funksiyani a.sagidaki kimi cevirak:
rd
1(*) =-

4z"\ 1+

z

1  H— " z __L
2z 4z 1 ! 4 4z

Onda res[/(z),z] =1 vo integral

7z 20dz m
\=(2z +1) (z -1) 2
Misal 4.91. inteqgrali hesablaym: Iv
Z +sin2z - ]
U sin- «z- n ””
Far S
Halli. = r3+sin2z funksiyasmm maxsu- a4 i Do\
sinz—*(z-n) v A
si noqtalari z=« va z,=2m, nez . Goririk Sekil 39.

ki, konturun daxilina z=1a ve z0=0 ndqte lori disiir(sakil 39).



Z=T7L néqtasi 1iCUn _ Z34Sin2Zy /U@) = AZ iKW tlsuK, olltll

4
sin —

[ (z) =—m— olar. HA(mr)=-- -x%3*0, //(/r)y=0, /I'("™) 1]0.
12(2) 1
Demsli, z=n ndqtasi bir tartibli polyusdur. Onda ¢ixiq

resf(x) = ) e

zo=0 ndqtasi Uglin A(z) =z3+sin2z, /u(z) =sm-(z ~n) isars
etsak, onda [A(0) =0; A'(z) =3z2+2co0s2z, JT(0) =2*0;
/1(0)=0, /I'(z) ="~-cos-"(z- M) +sin , [/(0)=-y *0e De-

mali, bu halda z0=0 aradan galdirila bilan maxsusi néqgtadir. Ona
gora da resf{0) =0 « KLosi teoremindan istifads cdarak tapiriq Ki,

23N gy = omur = 2014

}r—érzsin > {z-K)
Misal 4.92. inteqrali hesablaym:

Halli. f{z) ¢ Lk S\ nSuun ycgana

maxsusi noéqgtosi ,, o Ink|litsidii vd o da
konturun daxil im» diisin(snk 10). Inteqgra-
lalti funksiya , in dnniailm in>”6ra Loran sirasina ayrilir.
\
/00 i1t lll oot
)-* 6z 2412 j y
P -y +...-l =
(w 24zy2
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z'V -1 1
1 az= 29r = -A2
z 2

Misal 4.93. inteqgrali hesablaym:
r 3z3+3z2- 2_
22z;

dz

ul=3
Halli. Burada yegana maxsusi noqta z0=0
noqtasi var ki, o da konturun daxilina

disur(sak. 41). inteqgralalti funksiya udcin
Loran sirasi sonludur.

- + + + L. Asanligla gériinir ki, Sakil 41
2z 2z z

c, =0, demali, resf(0) =0. Bu isa demakdir ki, inteqral da sifra
barabardir.
Misal 4.94. inteqrali hesablaym:

regil 1 sindz .

[ ] dz
R .

Halli. inteqralalti funksiyanm moxsusi imgMorini tapaq. Bunun
Ucin shi>frz =0 tanliyini hall edak.
37z= ArshO - Ln(Q + /N = L«(xl) =

A
=Inl + <O \i +Inki =mii

Demali, maxsusi néqtsler z,-y>

neZ, elaca do wn=0 oldugda alman 0.9

z. =0 noqtasi. —3>0,3 oldugundan aneaq Sokil 42
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z0=0 noqtasi konturun daxilins disur(sak. 42).

f (z) funksiyasmi j\z)=  — kasri saklinds gostarak.
U@

Burada A(z) =ei: -1 - sin3z, ju(z) =zlIsKbm . Siraya ayirsaq, ;il;Ii'K|

A(Z) =+ 8z + 9424924 | -1 -37 + 2214 =221+ 097 3+,
2 2 2 2
Demali, z0=0 noqtasi JI(r) =e3 -1-sin3z {c¢ln 2 tartibli s
firdir.
1(z) = z: wp+ I3 2 3@+ 973 Zs +..

Demali, z0=0 ndqtasi /u(z) =zZh3nz ucln 3 tartibli sifirdir
Ona goéra da zo=0 noqtasi /(z) funksiyasi lcln birtartibli polyus
dur. Onda

st (@) lim- LMz € lsmdzn % 3cossz
zsK S ttz r—0 r->0 6 tes

y 93 +9sin 3z

= m

r->o 67 6OK 2K

Burada z -» 0 oldugda sh3m ~ 3wz ekvivalentliyindan va Lo-
pital gaydasindan istifads etdik. Belslikls, inteqral Gc¢lin aliriq:
roei 71 sin 3z

-dz =2m------ =3
z'sh3nz 27

ir =0.3

Misal 4.95. inteqrali hesablaym:

mz
bth
a1 2~~2i
r2/ | (I 2+2Nh2(z- 4- 2I)
Halli. ®vvalco innxsusi n<>(h>L>i taping.
[ TV
+1

Demali, _T|Z:m_\ 2mu
2
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Belslikls, zn=(2 +4r)i, n&z . n=-1
oldugda alman zo =-2/ ndqtasi kontura

daxildir.
z, =2-2i Va8 z2=4 +2i noqtalari da
maxsusi noqtalardir. Kontura
z, =2-2i noqtesi daxildir(sak. 43).

T=-¢-

<R +1
mz GL
6ch Sakil 43.
2- 2 ;
noo= . funksiya-
(z-2+202(z- 4- 2i)
larmm maxsusi noqtalari mixtalif olduglarmdan inteqrali iki inte-

gralm cemi kimi hesablamaq olar.

(p{z) = = ! *1 isara cdok. Olrda <p(~2i) = o,
fM) n

1

<p‘(Z)=r:1L ;02 P{ 2)=-~eM =-~* Demal> Zg=-2i noqtasi

/,(z) funksiyasi uc¢un bir tartibli polyusdur. Onda c¢ixiq asagidaki
kimi hesablanar.

resf(-2/) = - -2 .
cp'{~20
indi isa /.(z) funksiyasina kegak. Onu = kasri
1z(z)
mz
6ch
soklindo gdstarak. Burada U 2) 2~2i-, 11(z) = (z-2 + 2/)2.
(z-4-20
Goririk ki, f(2-2n= "7 peos=n 3w
2-2/-4-2/ - 2- 4/ 1+ 2i

(z) =z —2 +2/)2 funksiyasi Uc¢ilin isa z = 2 - 2/ nodqtesi iki tartibli
sifirdir. Dcmoli, z, =2-2/ noqtssi /2(z) funksiyasi Ugiin iki tartibli

polyusdur. Polyuslarin hesablanmasi dusturundan istifads edak.
Ovvales tdramani hesablayaq.
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Bu ifads de r, 2 2/ oldugunu nozoro alsag

resf2(2 -

6. 1 6 B 6 _ 3(-6 - 80Q

(-2 - 4/7)2 4-16 + 16/ -12 + 16/ 36 + 64
alarig.

0,18 0,24/

f +
|r+2/]3 PPN i (z - 2+ 2/)2(z - 4 - 2z) dz
\%

=2m(-2 - 0,18 - 0,24/) = n(0,48 - 4,36/)

JI?(cos/,sin t)dt , (burada R funksiyasi cost ve sint arqu-

mentlarindan asili olan va integrallama sarhadlari daxilinde mah-
dud olan rasional funksiyadir) integrallarini hesablamaq Uclin
asagidakl gaydadan istifads edilir.

sinr = %=1 va 10);?/r1 1ilUcqr allanur parcasi c:b =1 konturuna ke-
2/z 11

¢ir. Inteqral iso asaj’Hiaki uukh» diisiir:
JI'(z)dz »

Bu integrali hraiblamagq iiyiin isa ¢ixiglar haggmda Kosi teo-
remindan istifado clumk Ma Noticads biz haqiqi adad almahyiq,
clnki ilkin ingeral li;k|U[i nli

Rasional funUsiynlar m moxsusi noqtalarinin xarakteri ila
bagli olan bir xtsusiyynii qcyd odsk. ©gar /(z) ixtisar olunmayan
rasional kasrdirso, orula onin moxsusi néqtalari maxraein sifirlari-
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dir. Bu sifirlar polyuslardir ve onlarin tartibi maxracin sifirlarmin
2.3 s

tortibi ila Ust-Uste disur. Masalan, f(z) =---—-—---—-—- funksiyasi
(z2+1)223

tgtin z0= 0 noqtesi g tartibli, z 2==+i noqgtalari iss iki tartibli po-
Iyuslardir. Cunki /(z) fun ksiyasi ixtisar olunmayan kasrdir va
moaxrac z3z2+1)2=2z3z-/)2Az+/)2 saklinda gostarils bilar.

Misai 4.96» inteqrali hesablaym: ’ﬁh - - /”— ———————

04V2sin/ +6
Halli. ©vezetma aparmagqgla inteqgralalti iiinksiyam asagidaki sakls
gatirak.
dt dz dz

4n/2 sint +6 /zr41'|/22 -1 6 V2 L3
2iz V2
Onda inteqral asagidaki sakla dlisar

x d = f a
j Arf28Thi+6  |RH2V2li*Hjiz - |

inteqralalti g 2) _ funksiyasi rasional ol-
ZNZ. y z 1
15
dugundan onun maxsusi noqgtsluri asailigla
tapilir.
z2+"L z- 1=0 tanliyini hall cdnk. Onun
V2
0
koklari z —A/2; 1 adodbridir. Bu
n2
noqtalar /(z) funksiyasi tgun hii I;»rtibli po-
| (2) Y i P Sakil 44.
lyuslardir. Lakin z -~J— noqtasi |[7=1
n2
konturuna daxildir(sak. 44). 1(z) funksiyasi
/00 = 1 soklinda gostarila bildiyindan

272z + Xz +/n/2
(z ;1'5)( )
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z, =--U noqtasinda ¢ixiq

V2
/ o\
resf(z2 = lim f(z) z+ = lim
42) N2V2(z+IV2) o~ _ L +ir 2i
V2
olur.
Onda integral
dt _ 9_ 1
04V 2sin/ + 6 2/
) P i
Misal 4.97. Inteqrali hesablaym: f ~L

o(V5 +V2cos/)2

Aalll. ©vazetma aparsaq, alariq
x d* r 67z

A(nls + yfl cos /)2 A
( y ) /7 _0/5+42.22+0

2z

(iz

1 — ;
*Hizw IT (2V5z +V2z2+V2j2 Mai{z2+JTOz +\}

Maxracin kokleri: z -- 1+ 1 adadlaridir. Kontura

ancaq z.= + 1?7 noqtesi  daxil- Av

dir(sak. 45). Bl néqlu ikitnrtibli polyus-
dur. . . . 4
inteqralalti himksiyimi

f(z) =- Sakil 45.
soklinda gdstarmnk miiuikim oldugundan z '] |I£ néqtosit
daki ¢ixiq



olar. Onda axtarilan inteqral

O(yfs +n

Tutaq ki, f(x) funksiyasi f(x)= saklinda rasional fun-
0.

ksiyadir, Pm(x) va Qn(x) coxhadlilari uydun olarag m va n de-
racalidirlar.

9gar / (x) funksiyasi biitiin haqgiqi oxda kasilmaz funksiya-
dirsa (o n{x) *0) vo n>m +2, yani maxracin daracasi suratin de-
racasindan hec¢ olmazsa iki vahid bdyiikdirss, onda

Safda yuxari yarimm{stavida yerlasan bitin ¢ixiglarin cami durur.

ogar f(x) funksiyasi butiin haqigi oxda kasilmaz funksiya-
dirsa (@ n¢{x) * 0) va n>m +\, yani f(x) funksiyasi diizgln rasional
funiksiyadirsa, onda

~oklinda inteqrallari hesablamaq iiciin asagidaki gaydadan istifada
ctmak alverishdir.

g(z) =t{z)eis funksiyasia baxaq. Bu funksiyanm yuxari ya-
limmiust'ovida yerlasan maxsiisi négtalarindaki ¢ixiglarmm camini
lapirig. Alman naticani 2m - yw vururug. Sonuncu naticanin haqiqi
hissosi yuxaridaki birinci inteqrala, xayali hissasi isa ikinci inteqra-
la borabar olur. Basqa s6zla, bi/ eyni zamanda iki integral hesab-
lamu? olurng. Fonna! olarag bunlari bels yazmaq olar:
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JI (x) cos Axdx = Re 2ar £Ves(/(z*)e'?)

j/(x)sin Axdx - Im 20/ J[/es(/(zAY **)

Im r(>0

Misal 4.98. Inteqgrali hesablaym: "f o
A(x2+\)2(x2+16)

Halli. Suratin daracasi sifra barabardir, maxracin darasi isa 6-ya

barabardir. f(x) = L funksiyasi isa haqiqi oxda max-
(x2+\Y(x2+16)

susi noqtalara malik deyil. Demsali, inteqrali hesablamaq ugiin yu-

xaridaki disturu tatbig etmak olar. Yuxari yarimmistavida /(z)

funksiyasi z, = 4/ birtartibli ve z2=/ iki tertibli polyuslara malik-

dir. ©vvalea :z =4/ noqtasinda cixi§1 tapaq. f(z) funksiyasini

[ (2)=——. 1 ' -—-— saklinds gostarmak olar. Onda
(z +1) (z +4l)(z -41)

1
resfary = lim . !
A (z22+ )2z +4/) (-16 +1)2(4z+40 1800/
1

(z+1) (z-1) (z +16)

z2=i ndqtasi Ugun f (z) funksiyasim /(z) =

saklinda gostarmak olar. Onda

. . 1 . -2 2z
resf(i) =lim— o .= lim
r-wdz (z+3z) (z2+16)1J (z+1) (z +16) (z+/) (z +16)
-2 2i 13
~ (2031 +16) (21)2(—1+ 16)2 ~ 900/
Demali, \
) _d'x . 2m ! +-13 =0,03% olar.
iTx2+i)-'c?T16) 1800/ 900/

gltcos 2x g4

Misal 4.99. inteqrnli hesablaym:
J(x2+1)2



Halll. g(z) = ¢ funksiyasma baxaq. Bu funksiya yuxari ya-
(z2 +\Y

rimmdstavida yegana bir tortibli zo =/ polyusuna malikdir.

e e +liel 2ze~
resg{i) = lim = him!
dz (z +1i) (z+1) (z+1)
2e 2,, lie 2

@) @it 2e

Onda dx = Re 2T1e =0
X +1)2 vV 2e2

Qcyd edak ki, fix)=*c°s2* funksiyasmm tak funksiya ol-
(x2+1)2
dugunu nazara alsaydiq, bu naticani alardiq. Lakin biz eyni zaman-
da asagidaki inteqgrali da hesabladiq.
IXEOS2X T [ -rpT
d 1=

—r -dx =1T\qae = —
\(x +1) v 7 -2

J (x2+ x)sin x

Misal 4.100. Inteqrali hesablaym:

dx e
X4+13x2+36

Ifolll. g(z2) = (227 9¢ (22 2)ek  fnksiyasma baxag. Bu
z4+ 13z2+36 (z2+4)(z2+9)
funksiya yuxari yarimmiistavida iki bir tortibli z,=2/ ve z2=3/

polyuslara malikdir. Cixiqlari tapiriq:

(z2+ z)eu (—4 + 2i)e ' (-2 +i)e"2
resg{2i) = lim
(z+2)(z +9) 4z(—4 + 9) 10/
(z2+ 2)ez _ (-9 +3)e 1 (3 -i)e~b
resg(3i) =1lim / 2
(z +4)(z +3l) (-9 +4) 6/ 10/

Onda
(-2 +2e2 | (3- Qc

Im{resg(2i) + resg(3i)) = 2
{resg(2i) g(3i)) = 2ar 10/ 10/

N\ N
3 202 FI*+'n—(B'2 -e -
\ 5 5 5

olar. inteqral in giymati isa
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T (Xx2+X)sin dx - im (PE* 2e"2" 7r(e- 1)
Jvad Uv24 ¥ Vv 5 ) y 5e3

Misal 4.101. inteqgrali hesablaym: TI':— do__ ,a>1.
la+cos©

Halli. eh z Hvwzlemasi edak. Onda cosx:?(eIHe Y= >
; z

dz =ieldx izdx, dx - % *Demali,

1Z

r dz _2r dz
J(a+z~724‘| ~ i|3£122+2az+l
2z

Moaxracin kokleri z =-a +4a2-1, z2=-a - ja 2- 1-bir ter-
tibli polyuslardir, |z.|<l va z ndqtasi |z,|<l dairasinin daxilinda

yerlasir. Onda r«[/(z),z,]= 1 1 1
2% 24&2-\
Inteqral iss
1.—}n .= . Cavab: .
r 24n2-1 dAn2-1 nfa2-1

818. Logarifmik cixiglar

18.1. Sifirlarin va polyuslarm hesablaiimasi (liisliirlan

Tutaq Ki, /(z)eCoo(G\z /, lor polyusdur va
[(N, edG™O. Onda VE< JIC ndqglnsi dii/gin noqtadir ve

3/("edG ..

Tarif m(z) /"( )* lin /'(")( funksiyasi f\z) funksiyasmm logarif-

mik téramasi adlaiir < )Jiinksiyasinin onun zn maxsusi néqtsls-
rindaki ¢ixiglan logitrifniik “ixiglar adlanir.
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f(z) funksiyasmm 2z\ sifiriari va zk polyuslari <) funksiy-

asinin maxsusi noéqtalaridir. Cixiqglari necs hesablayaq?
a) Tutaq ki, zk noqtesi /(z) funksiyasmm n tertibli sifiridir. Onda

yaza bilerik: /(z) =(z-zj)"/j(z). f(z°k)* 0. Buradan isa aliriq:
P =—4 + mres[(p{z), zk] =n.
z-zk f(2)
b) Tutaq ki, zk néqtesi /(z) funksiyasmm p tertibli polyusudur.

Onda yaza bilarik: f(z)= u/(zk)a0. Buradan isa aling:
(z-zkY
7) =-------m- + . res[c>(2),zk\=-p .
) = m?z) [¢>(@) p
Teorem./ (z) € Coo(G\ z,,..., ZN), zn- lar polyusdur va

f(4)\ <edG*0. Onda _L f/ (bNe _ ar_ptburada N f(z) fiun-
U 2mJ. f(4)

ksiyasimn sifirlarimn takrarlanma daracasi nazars ahnmagla tam
sayl, P ise f (z) funksiyasmm polyuslanmn takrarlanma daracasi
nazars alinmagla tam sayidir.
Isbati. ACixiglar nazariyyasinin asas teoremina asasan

j<p{8)dC = 277 res\(p{z), zm] =2m =2m(N - P)

* «-l _k=\ K-1
Xususi halda, agar /(z)g Coo(G), onda /v 1 F/'(£)<,J£ A

2«V;- [(E>

18.2. Ai(Jitntii iH prinsipi

—  frfin/(£) =--m f</In)/(f)] } : firfarg/(£ )+

2m k' 2m Im
\n\f{4)\ haqiqi dayisaenli funksiyasi birgiymatli funksiyadir, ona
gora onun dayismasi (variasiyasi) qapali dG konturu boyunca 4

ndqtasi ile harakat zamani silia horabardir. Demsli, birinci topla-
nan sifirdir. ikinci toplanan iso arg(/(£))-in dG konturu boyunca
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4 noqtasi ils harakat zamani 2kK- ys bolinmis tam variasiyasidir.

Handasi interpretasiya. w kompleks mustavisinde w=f(z) fun-
ksiyasmin qiymoatlarini geyd edak. /(z)eC(8G) oldugundan z

kompleks miislovisinde dG konturu boyunca z néqtasi ilse tam
dovr zamani ona w kompleks miustavisinda uygun olan néqta
musyyan qapali C konturunu cizacaq. Bu zaman w=0 ndqtasi
ham C kontumnun daxilina, ham da xaricina disa bilar. ikinci
halda Var[i\vg(u-)|( 0. Birinci halda iss Far[arg(w)]c ifadasinin

giymati w 0 ik"K/losi otiafinda C konturu boyunca w négtasinin
etdiyi tam dévrhn in s.iyma borabar olacaq. Bu zaman w ndqtasinin
harakati hom miisiKil (saal ogmbinin aksi istigamatinda), ham da
manfi (saal ocjr;»binin Imt.1kHi istigarnati) istiqgamatds olabilar.

Arqument prinsipi < oblnsimda /(;:) funksiyasimn tam sifirlarinm

sayl ila polynuslarmm s.vi asnulnki lorg z néqtasinin dG konturu
boyunca misbot isiig.mi.-ill." .1k *1/amani w=f(z) noqtasinin

w - O noqtasi otialmdak 1 1.m 1} 1L.n i sayi ila miayyan olunur.
18.3. RusI* (eoiril >>t.>1uin ii.sas teoremi

Ruse teoremi. 9gar <()m < -k»") = |/ (9)||n..¢|p(z)||w olar-
sa, onda N[f +<|(. NI/ |,

isbatr. A f(z) ve /-(r) /( )1 w ) lunk.aynlui 1 nsliin tcorcni 1-in
batin sartlari 6donir, Dofiitlan dn /(). ( *((/jolmasmdan alinir
ki>|/(2)]la< niuxstisi noglul di Nil V» |/( )IA  |</>(=)|U o1
dugundan /(2)|[(, / /m()e< 1< oliurandan alinr ki, \F(z)\dG

maxsusi ndqtaloiv) ninhk di yil \n

Buradan iso alitiin ki, /v /[ i”]|0 Var[arg(f + <p)]dG;
2/i
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m +<p}\c-H[f]\G=|— Var[ng{f +p)-arg(/)]ac =
n

{arfa - arg b = arg F a=|alelarg", A= jo|elarg\

Ia_ ;f\ fagtag) - arg/ +P - Var arg 1+£

2n f 2 /

oC 3G

w=1+y funksiyasim daxil edsk. dG konturu boyunca z

noqtasi ile dévr zamam ona uygun w ndqtesi miiayyan gapali C
konturunu cizacaq. jf(z)\\d >|"(2)j(c oldugundan bu kontur da ta-

mamila \w-\\<p<\ dairasinin daxilinds yerlasar, basga so6zls,
w=0 ndqtesi C konturunun xaricinds yerlasir. Buradan ise alinir
ki, Var arg|f }_+JP =<).v

rc
Cabrin asas teoremi. n daracali ¢oxhadlinin kompleks miustavida

toekrarlanma daracasi nazara alinmagla n sayda sifir1 var.
isbati. A F(z) =an" +ax" 1+..+<, coxhadlisini

F{Z) :f{Z) +(p{Z), f(Z)'aOZ", (p{z):a{z" + an $ak||nda go_
storak. Asagidaki nisbati diizoldok: <P? & 1 a. 1
/(*) «wz

«d, iicin 37, var ki, v|z| =/ wfH iciin ()< @
100 wm

Ruse teoremina asasan N\f\. r=N |/||.j* Alicag j\z) =aQ@n fun-

ksiyasmin butin kompleks mistavide yegam> n daracali sifri
z=o -dir. Onda alarig Ki, ivir. =« (/1 =5 v
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V FOSIL. KONFORM iINiKASLAR
§ 19. Konform inikaslar

19.1. f'(z0)* 0-m handasi maoasi. Garilmalarin sabitliyinin va
bucaglarin saxlanmasi xassalari. Néqtada konform inikaslar

Tutaq ki, /(z)gCoo(G) ve f'(zQ* 0, e G. Onda
. Aw . - .
31°(z0) = lim ke*, /(>0, «-miiayyan haqiqi adaddir. Els
Ar—0 [~
Az->0 Usulunn scgnk ki, z z0+Azey, ¢c:G, z0e /|5 -miayyan
hamar ayridir. Onlaia uygun néqtolar w=w0+AwericG,
(r,-mtayyan hamar oyiidir) olar Az ve AW kompleks adadlari yX
va I, kasiswn oynhn mm vcktorlandir. argAz va argAw isa uygun
vektorlarm uygun v.> »m Iniist;»vil;>rindv) absis oxunun miisbat

istigamati ila amuUt jvilinlikinn Inicaglar olacaglar. |Az] v6 |Aw]| ise

bu vektorlarin modullaridn  \  »o0 oldugda oyrilorin kasan vek-
torlari ayrilarin toxiinau \ <klor huwmw k(\itloi

YA
Ta
N=¢ I
Bl
I b
IAM =K&\ +o(JAL), L |/ 1,0 >ty imiiiii scvilmasindan asil
deyil.
|/'(z0) |- in handosl niHiiint H  /(.)< (M)(G) ve f'(z0)* o, z0eG
inikasi zamani soir.n kn,gl il elementP oxsar sakilda cevrilir-
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lar. |/'(z0)| isa oxsarliq ¢evirmasinin amsalidir. |/'(z0)|-ifadasing
z0 noéqtasinds w=/ (z) inikasi zamani migyasm giymati kimi bax-
maq olar. |/'(z0)|>] oldugda z0 ndqtssindan ¢ixan sonsuz Kigik
elementin garilmasi, |/'(z0)|<l olduqda isa z0 ndqtasindan gixan
sonsuz kicik elementin sixilmasi bas verir. |/'(z0)=1 oldugda

miqyas dayismir. Bu xassa garilmalarin sabitliyi xassasi adlanir.
a=argf'{zA = limargAw- limargAz=®. -m..
A4;->0

Az -+0

arg/'(z0)-in handasi manasi. ®, (I, ayrisina ¢akilmis toxunanm
y oxunun musbat istigamati ils amals gatirdiyi bucaq) ve /,

ayrisina ¢akilmis toxunanin x oxunun musbat istigamati ils amala
getirdiyi bucaq) bucaglarinm farqgi Gg¢ln alirig: ®, =p}+a(sak. 46).

Basqa s0zla, argf (z0)~ tdramanin arqumentinin z0 ndqtasindaki
giymati V/ ayrisinin z0 ndqtasindaki toxunanin ayrinin obrazmm
W0=f(z0) noqgtasindaki toxunanini almaq Ug¢ln hansi bueaqg altmda
dondarilmasini muisyyan edir. « =arg/'(z0) ifadasi ayrisinin
se¢ilmasindan asili olmadidr tgiin V/2 Uglin zQey?2\ d2=p2+a.
Buradan ise alariq: ®=92-®, =p2 (bucaqglarm istigamati
va giymati saxlamlir)

Tarif z0 ndqtasinin atrafinin w0 ndqtasiriin strafina inikasi bucag-

larin saxlamlmasi va garilmalarin sabitliyi xassosina malikdirss,
onda bels inikasa z0 néqtasinds konform inikas deyilir.

Konform inikasin tarifindan cixir ki, sonsiiz Kicik ¢evrs son-
suz kigik cevraya, sonsuz kigik tichucaq sonsuz kigik t¢chucaga ke-

Gir.
9gar w=/(z) funksiyasi birgiymatlidirsa, onda XOY

mustavisinin har bir z0 ndqtesine UOV midstavisinin miiayyan bir
w0 ndgtasi uygundur. w0 néqtasina z0 néqgtasinin obrazi, z0 ndg-
tasina isa w0 ndqtasinin proobrazi deyilir. z mustavisinda ayri
w=f(z) funksiyasi vasitasila w mistavisinds ayriya inikas olu-
nur. Birinci ayri da proobraz, ikinci ayri iss obraz adlanir. Analoji
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olarag z mustavisinda oblastin w mistavisinda oblasta inikasi
hagginda danismaq olar. ©gar bir mistavinin digar mistaviya ini-
kasi zamani biritici mistavi Uzarinda istanilan néqtadan ¢ixan son-
suz kigik gqovslar digar mistavi Gzarinda eyni bucaq va garilmalars
(sixtimalara) malikdirss, onda bels inikasa konform inikas deyilir.
Basga s6zla desak, konform inikaslar zamani sonsuz kigik hissalar-
da oxsarlig suxlamhir. Analitik funksiyalar vasitasilse inikas, ola bi-
lar ki, analitik funksiyanm tdramalarinin sifra barabar olduglari
noqtalardan basqga, har yerda konform inikasdir.

19.2. Konform inikasin asas tarifi. Oblastin konform inikasuim
zaruri va kafi sarti

osas torif. z kompleks mistavisinin G oblastimn w kompleks
mistavisinin D oblastina kasilmaz qarsiligh birgiymatli inikasi
Vz e G bucaglarin saxlaniimasi va garilmalarin sabitliyi xassasina
malikdirsa, bela inikasa G oblastimn D oblastina konform inikasi
deyilir va bels isars edilir: G D.

Aydmdir ki, bu zaman D oblasti da G -ya konform inikas olunur.
Teorem L ©gar f (z) e Cco(G) birvaraqgli va birgiymatlidirss va
f'(z)* 0, VzeG, onda f (z) funksiyasi G D konform inikas-
dir.

isbati. Askardir ki, (yuxarida gostarildiyi kimi) /(z) inikasi bucag-
larin saxlanmasi va garilrnalarin sabitliyini saxlayir.

Teorem 2(tors teorem). ©gar f(z) funksiyasi G<mk >D konform
inikasidirsa, onda /(z)eCoo(G) birvaraqglidir va f\z)& 0, VzeG.
isbati. AG< n >P oldugundan /(z) fimksiyasi kasilmazdir, bir-

giymatli va birvnrnglidir. Garilmalar sabit oldugundan asagidaki
limit var: 3&%%1' [ O

Bucaqglar saxlamHij'-.ma g6ra 3lim arc
4= N Az,

[a 0\

=a - hagiqidir.

Buradan isa alinig: | jpn. 1" keta
HHfa



Qeyd. f\z) ®O, vz e G xassasi birvaragliliyin naticasidir.
Teorem 3. f(z) e Coo(G) inikasimn konform inikas olmasi tgln za-
ruri va kafi sart onun G-da birvaraqli va birgiymatli olmasidir.

19.3. Konform inikaslarm asas priusiplari

19.3.1. Sarhadlarin uydunludu prinsipi

Ogoar f(z)eCoo(G), G-birrabitali va /(£) inikast dG-ni gapali
F=dD konturuna harakat istigamati saxlanmaqla qgarsthigl bir-
giymatli inikas etdirirsa, onda G< k >D.
isbati. Aisbat etmak lazimdir ki, /(z)eCoo(G) funksiyasi G-da
birvaraglidir. Basqa sozls, a) Vw,e D l{cln 3!z,eG var Kki,
wx=/(z,); b) VW2£ D lglin he¢ bir z2e G yoxdur ki, /(z2) = w2.

Iki ixtiyari we D ve w2f£ D noqtalarini gétiirak vo G- da
koémakeci F,(z) =/(z)-w,, F2z)=/(z)-w2, zeG funksiyaiarmi
quraq. Bu funksiyalarm sifirlarmi (arqument prinsipina asasan) ta-
pag. Teoremin sartina asasen dG konturu boyunca musbat istiga-
mata dD konturu boyunca miisbat istigamat uygun oldugundan

2)]= Var[arg(f - w,)]sc=1,
21

M F>2)] = Tq *Mare (/ - w2)]ac= 0T
Qeyd. ©gar /(z)e Coo(G\z0), z(-birtartibli polyusdursa va
6GoT, onda /(z):G<-n->E\D.

19.3.2. Riman teoremi. Kounform inikasiarin asas ganunu
Tutaq ki, z kompleks inistavisinin G oblasti vo w kom-
pleks mustavisinin D oblasti vcrilmisdir. G oblastini D oblastma
konform inikas etdiran / (z) w funksiyasim tapmaq lazimdir.
Komform inikaslarin asas ganunu olan Riman teoremini is-
batsiz verak.
Riman teoremi. ©gar G oblasti z kompleks miistavisinin birrabi-
tali oblastidirsa ve sarhadi fieg olmazsa bir négtadan ibarstdirss,
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onda els yegans /(z)eCoo(G) var ki, G-k >w|<I, /(z0)=0 vs
arg/'(z0) =ar, z0e G va a - verilmis adadlardir.
Qeydlar.

1 z kompleks mistavisinin G oblasti va w kompleks mistavisi-
nin D oblasti Riman teoreminin sartlarini 6dayirler. Onda

3E=/(z); < 5 < 1 /(z0=4 va 3w=¢(<h): |f <I ,
<p(@) =w0. Buradan iss alirig ki, 3w=F(z) =7(/(z)); G< * >£5
F(zi)) = w0.

2. Oblastm bir rabitali oblast olmasi sarti vacib sartdir.

19.4. Konform inikaslarda istifads olunan ssas funksiyalar

Xatti funksiya. w=az+b xatti funksiyasi vasitasils yerina
yetirilan inikas butin kompleks mustavids konform inikasdir (a
{a* 0) va b sabit kompleks adadlardir). Bu inikas dii/ xatti diiz
xatta (duz xatlar arasmda bucaq saxlanilir) wvi> c¢evrolli ¢evraya
inikas etdirir.
Tam funksiya. w /(z) z", bir voreqlilik oblisti O« argz<~—.
n

w=z" qiivwiH funksiyasmm kdriicoy 1lo miislovisinda tapasi
koordinat basdlinjVnnIin olan I>mai|] tc Inistavisinda tapasi
koordinat basdanf’uinda olan // tlil.» boyOk biieada kegir. ©gar
bucag 2n -dan bdyiik «J\ 1.» mikas qarsiligh birgiymatli olur.
Masalan, w- nmKam Hmsi.»visinirl yuxari yarimmaustavisini
w mustavisindo lu>giqr <s bovimt a kosikls inikas etdirir.
Ustli funksiya. wul /(.+) , . bnvoroglilik oblasti -;r<Imz<;r.
w=e:, z =x+iy iisllii limk.iy.si iiciin Eyler disturundan istifads
etsak, alariq:

w o c(mm I liimim)  r(cos (pr-ising) .

Buradan r <, % 1 almir. x =const xatlari r =const
cevralarine (y V> v> ixliyal iditiar), y =const Xxatlari ¢ -const
stialarma (x wva 1 ixliyuridirler) kecir. w=e: inikasi zamani
garsthigh birgiynmlhihyi toinin ctmak Ucln zaruriri ve kafi sert:
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inikas etdiralan oblast z - z2=2km, ke N sartlarini &dayan
muxtalif z, ve zz2 ndqtalarina malik olmasm. Bu sarti eni 2n -dan
cox olmayan istenilan  (Ofiqi  zolag  &6dayir.  Masalan,
2k7r <\mz<2{k +)n . z mdistavisinin 0<Imz <n zolagi w=¢
funksiyasi vasitasile w mistavisinin  yuxan yarimmistavisina,
O<Imz <2n zolagi iss w mistavisinin tiaqigi oxun misbat hissa-
sina kasikla inikas olunur. y =0 ve y =2n diz xatlari @=0 va
(p=2n soalarina, basga sozls har ikisi misbat haqigi oxa inikas
olunur, ona gors da kasik lazimdir.

-o<Rez<0, 0<Imz<n yarimzolaglari vahid yarim dai-
rays |w|<l, Imw>0, 0<Rez <o, 0<Imz<n yarimzolaqglari isa

vahid radiuslu yarimdairasi atilmis Imw> 0 yarimmistaviya inikas
olunur.

Logarifmik funksiya. Logarifmik funksiya ustli funksiyanm tars
funksiyasidir, sonsuz giymatlidir, onun butlin giymatlari

w=Lnz =In|zj+ iArgz =Injz| + /(argz + 2nk), k =0,1,12,...

Olava olarag gabul edak ki, z=0 va z =0 oldugda uygun
oiaraq w=am va w="°0 giymatlarini alir.

Qeyd olunmus verilmis k- lara uygun olan bitiin w- lari wk
ila isaro edak. Onda w=Lnz coxqiymatli funksiyanm budaglari
adlanan funksiyalar ¢coxlugunu alarig. Logarifmin sonsuz giymsatli-
liyi onun xayali hissasi olan Argz - in sonsuz giymatli olmasi ils
baglidir. Logarifmik funksiyanm birgiymatli budagi onun bas qiy-
mati Inz =In|z| +/argz funksiyasidir. Bu funksiyanm haqigi va

xayali hissalari Kosi-Riman sartlarini 6dayir. Bu o demakdir ki,
logarifmik funksiyanm bas giymati musyysn G oblastmda tayin
olunmus kompleks dayisanli diferensiallanan funksiyadir. Onun
téramasi sifra ¢evrilmir. Demali, =Inz funksiyasi muayyan G
oblastini & mistavisinin miayyasn oblastma konform inikas etdirir.

K;>sr-xatti funksiya. ; kasr-xatti inikasi bdtiin kompleks
cz+

miistvwide konform inikasdir (a,b,c,d (c®O) sabit kompleks

advKibrdir). Bu inikas cevrani ixtiyari gevrays inikas etdirir (diz

xatlor surli olaraq radiuslari sonsuz boyuk olan c¢cvralar hesab
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olunurlar). inikas etdirilan gevranin daxili oblasti ya obrazin daxili
oblastina, ya da obrazm xarici oblastina kegir.
Bunu bir gt)dar strafli asagida verak.

w=f(z) =-- -h- dz— (3 parametr, a ¢ 0).
cz+d Z+p

Z=A— z< n oww\ Vz Uglin f'(z)*0.

w+(V
1 Handasi manusi f(z) =gY « - P -donma va garilma, haqiqi

z+/3

oxun inikasi, invrisiya.
2. z kompleks misKtvisinin ¢ noqtasi ile w kompleks mistavisi-
nin ¢ noqlDsi alasmda z,<->w,, z2o0w 2, z2<>wW2 uygunlugunun
verilmasi ilo knuy wvulli funksiya birgiymatli tayin olunur, yani
N,a,p parameil ha i birgiymatli sakilda 6 verilmis kompleks adadla
ifada olinui

isbati. Aw 1 1'" :w w verilmissa, onda
q'P 72+ P 713+ P
W, W. * ¢ g;)(a..p)_, w, —\W =9:1£A_'Z)M_§_:_pl'»
UL 1/0(-2 +P) (z, + P){z3+ P)
w, W DG, +?) w-w7 (z-22(z3+P) .

W et@2+/) w-w3 (z-z)(z2+p)
a I, W-W2 =z-222A7-22
mH N w, 2-232-23
Fu iladiHi,.n 1,,. parametrlarindan birgiymatli asili
olan w= /'(.-) nlnul T

3.kasr-xXdttifunhi\',inin \ii\\,>lori.

a) dairavilik: LU\ , 1iyy\Cy +D =0;

Z =X +iy =-\ ' oldugunu nazara alsaq,
C L1 W/

A+BC-C?1 1 /'( -//) I alarig. Cevra mistavi (zarinck) iiv

noqtasinin venlni "< il >uliyiKextli tayin olunur. Demsli, zl <>n;.

/=123 vermoKIl ¢ mIUf 1x istigamatini saxlamagla birgiyiinili
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olarag G< K >D konform inikas etdiran kasr-xatti funksiyasini
misayyan etmak olar.

Misal 5.102. z=I<-»w=0;z =/<->w=I; z=-1 <>w =0 sartlerini
0dayan jz <1< k~>Imz >0 konform inikasmi tapm.

Halli. w- n% % gotirak. 1:A!_1-Buradan alanq:
z+1 i+1

I 0 (-]
~ (I-IXT+1)" 2 0 T~

-z

=-1

Demali, w=i
1+ 1z

b) noqtalarin gosmaliginm saxlanmasi.
Misal 5.103. zO<s>w0=o0 sartlarini ddayan Imz > 0<——>wj< 1

konform inikasi w=a -—L saklmdadir
z-z,

Jukovski funksiyasi.

Tarif w - —1(2 4“_1]1,- funksiyasma tlziikovski Juviksiycisi clgzyil.

w=/(z) = R _” i funksiyasi 0<|z <00 halgasinda birgiymatli

\Y% ZJ
analitik funksiyadir. Bir tartibli iki polyusu z =0 ve z =00 var.

Onun w'=—z - — | téramasi z miistavisinin z =0, ndg-

talarindan basqga har yerda sifirdan farglidir. Ona gora da bu inikas
z mistavisinda geyd olunan l¢ négtadan basqga lior yerds konform
inikasdir.

inikasm birvaraqglilik sartini miiayyan edok. Tutaq ki, z * z2

lakin w =w2, basga sozls

1 1 Bu
\ oy
bumbuiliyi bels ds yazmaq
olar.
0 =0 Bura-

Sokil 47.
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dan :z. - 1tapirig. Demsli, inikas istanilan iki ndqtusi |y
ila bagh olmayan oblastda birvaraqli olar. Xisusi hnlda, isiumli.n
|z|< 1 dairasi vo ya |Z>1 coxlu§u bu sarti ddayir. Baxilan imLr.i
daha yaxsi tasavviir etrnak Uclin asagidaki ¢evirmolordoil isitl.ub
edak.

z=re'p, W=n+iv

Bunlari Jukovski funksiyasmda nazara alsaq, asagidakilari alarig.

u=1fr+0 cosqpm=-Lfr—1Vsn>-

2V r) A )
Bu iki |zl <1va |7 >1oblastlarim goéturak. |z|<loblastjnda
|zZl=r<1 gevrasinigdturak. Parametrikyazihsdan (bucagini  yox

edak. Alariq ki, bu cevrs inikas zamani yarimoxlari a:ll r
2v r

h~n{r- X va  yarimfokalmasafasi c=n/a2-b2=1 olan

m +- =1 ellipsina kegir(sak. 47). Belslikla, inikas zamani
a2 h2

|zZ1=r,0<r<1 gevrasi fokuslari (x1;0) noqgtasinda, yarimoxlari a
va b olan ellipsa kcgir.
Demali, birvaraqglilik oblasti |z|<] va |7 >1
e 1f| [ ,(M1D)=0=>2zI2 =+I.
(") V2 *12
inikasiri hendosi mninisi.

DAY | me' +
0

1 1 1 ,
w-n 1IV | 1 cos?+ri=f¢ O sin(p;
/0 2 A ro)



I ' 1n
a=— m- -

2 \ rolJ
c2=a2- b2=\=>c=+1. Demali, z =r®ekp cevrasi ellipsler ailasina
inikas olunur. 0-> 1oldugda a->1, b-» 1 olur.
lz] > 1<k >w, w:[—%]] parcasi boyunca kasikdir(sak. 48).

Sta z=relg 1<r <mw, P=(0.

" :i(r +D C0S¢?, V= 1% _ | |sin(p. Buradan alariq:
21 i 2

ri % r
% pd

1- hiperbola. c2=<+bl-1 =>c=4%1.
COS2(p sin2(p

0 < ™ < |-hiperbolanmm sag qolu, I <(p*<K-hiperbolanmm sol

golu. |z|>1 halinda z mustavisinda polyar koordinat sistemi w
mistavisinda kasikla elliptik koordinat sistemina harakat istigama-
ti saxlanmagla kecir. w miustavisinda x =u+Ju2- 1, u>1 haqiqi

funksiyasmm analitik davami olan z =w+Vw2-1 tars funksiyasi
tayin olunmusdur.
Analoji olaraq, |z|<l hahnda z mistavisinda birvaraglilik

oblastt w mustavisinda [—kl] boyiinca kasikla va harakat istiga-
mati dayismakla oblasta kegir. w mistovisinds Xx=wu-n]u2-1,

bI>1 haqiqi funksiyasmm analitik davami olan z-w-Vw2- 1 tars
funksiyasi tayin olun-
musdur. a
Belalikla, Jukovski
funksiyasi tam z muste- / t
visini  w mdstavisinda \
I LIl boyunca kasikls C X
iki miistavinin birlasma- Sakil 48
sindini ibarat iki varagli
Kimnit  solhina konform inikas etdirir. inikasm konformlugu
2j wn, I'(z)=0;z,, =+l <w 2=+1 ndqtalarinda pozulur.
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z=w+adw2-1 tars funksiyasi (har iki golu) kasyin sonunda
iki w- +1 budaglanma néqtasina malikdir.

Misal 5.104. z 1 _/<— dairasinin w=

2 2 2 z+/

hansi oblasta kecdiyini tapm.
Aalll. Cevranin tenliyini yazaq:

inikasi zamani

v +f +-é r —Cl)veya x2+y2-x+v =0.

x=i(z +z), y=-~-(z-z), x2+~2=zz disturlarindan istifads eda-

rok tanliyi asagidaki kimi ya-
zaq:
2zz - (z+2z)-1/(z-2)-0.
z va z dayisanlarini w vasi-
tasila ifads edak.
z=-/ Sakil 49.
w - | w =i
Bunlari yuxaridaki tanlikda nazara alsag, alariq:
vz=u+ 2. Obrazm markazi z,=— —i noqtesi v=n+2 diz xatti
n2 02
lizarinda yerlasan wA=-1 +2/ noqtasina kegir(sak. 49).

Cavab: v>wn+2 yarimmaustavisi obrazdir.

Misal 5.105. -1 <*<Il,y>0 coxlugumin » ' inikusi /timaii ob-
razmi tapm.
Halli. w=- ifadasini asjif.id.iki k U 1;» viink
7
Buradan u
X 1y Ao

Proobrazm sarhodIni 1iDnliyiiulim obrazm sorlmdlarini tapag:
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n= <o
\x =-\ 1+y1
\y> 0 V= y <0
1+Y 0
ikinci tanliyi birinciya bél-
sok alariq:

y =—. Bunu birinci tanlik-
u

da nazars alsaq, alariq: Sakil 50.

t'1+_ *l va ya, u2+u +v2=0.Nahayst,
n

n<0,v<0 oldugda fu+— | +v2=- alirg.
vV u2) 4

Sonra

7=0

-l <je<1

v=0 oldugda u {lg¢lin 0<x <1 oldugda n >1 sartini vo
oldugda n <-1 sartini alirqg.

n= >0
x=1 1+ Y*
>0 =1
y v= Y <0
+Y
ikinci tenliyi birinciya bolsak alariq:
Yy . Bunu birinci tanlikda nazara alsaq, alariq:

2\
(1+m 1vayan2-nu+v2=0.Nsahayst,
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u>0,v<0 oldugda [«--jj +v2=- alirlg. z=i noqtesi w=-i
noqtasina  kcgir(sek.  50).  Cavab: (WF_L] +v2="  vs

\u | 1v2=—yarimdairalari atilmis v<o oblasti.

Misal 5.106.w =z2+z +1 funksiyasmm 0<x<I,0<y<I kvadratim
hansi oblasta ini-
kas ctdirdiyini ta- ©

pin.

Y. Haqiqi  va - ck:

\oyali hissalari — 01
nyirag

I -x-y2+x-\ Sakil 51.

F 2xy +y

VmlImis kvadratm sarhadlarinin obrazmi tapag.
\y ~0 n=x +x-1

[o<x<1l [v=0

Hu 1<wn <1 haqigi oxunun pargasidir.

1)A:"

Mi; M=1--—
0<v<3d

I'u birinci ribda parabolamn bir hissasidir. BC va CO parc¢alarmin
eluyn/lan da parabola qovslaridir:

N n A}(v’ 0), I<v<3
1o 1 I/, Q- V<1l

11 1,) imgiusi y—i-L ndqtasina kecdiyindan kvadratm daxili
2

m ile HEillimi nt|min daxilina kecir(sak. 51). Cavab: kvadratm
- il Aazy il 1" aghinin daxiline kegir.

Ml «ldt n 1 funksiyasi vasitasile y =2,x =0,y =x diiz
i vl ™ tiiiilii Ipil in in luit iif'l inikas ctdirin.
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Halli. z =x +iy oldugunu nazara alaraq
W--=7(x2+2ixy-y2)-x-iy vyaza bilarik. Onda u=-j(*2~yr)~x\
v~ -y .Duiz xatlerin nayas inikas olduglarmi arasdiraq:

y=20<a<2:M=—X2-X-2,Vv=21-2.
2

Sakil 52.

Sonuncu ifadadan -2<v<2oldugda x =—(v+2) oldugunt
nazara alsaq, onda u=-(v2+4v+4)-2-—1 alariq. Buradan
8 2

u=1Iv2 alirig. Bu parabola v =2-nin obrazidir.
8 2

Xx=00<y<2: M=- -2y2, v=-y . Gorurik ki, - 2<v<0 ol

dugda u=-- v2. x=0-m obrazi da paraboladir.
2

y =X,0<X<2: u=-X, V=X2-X Vvaya Vv *u2+un.Bu isa oxu
Ov olan paraboladir. indi iss proobrazm daxili noqtalarinin nayo
3 13
kecdiyini aydmlasdiraq. z =\+-i go6tursak, w’ alariq. Bu
2 8
néqta obrazin daxilindjs yerlasir(Obraz va proobraz 52-ci sakiklin
gostarilib).
Misal 5.108. I<Rez<2 wvertikal zolagmm Imw>() yuxarl yu
nmmdstaviys birvaraqli va komform inikasmi tapin.
Helll. C =z - 1 dlsturu vasitasila zolagm sol sarhadini xayali ox.|
l.
godor 11/adaq. m=e2*-C funksiyasi isa saat agrabinin aksi istiga
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Inotinda zolagi diz bucag gadsr dbéndaracak. G =M inikasl isa
0<1rn6Y<1l zolagin enini K

dofs artirar. Nahayast, w=e° ® tv 1111 ©
inikast iso 0<ImQ<;r zo-
ligin yrxart yarimmdstaviya

inikas cldirar(sak. 53).
Sonda axtarilan inikas

w (F=em=¢6ng= olar. © ®
Cavab: w=
Misal 5.109. 22227 LUHLL

-00<Rez<O0,

wm  oxlari boyunca ke- Sakil 53.

siyi olan 0<Imz <k zolagmm O<Imw <% zolagina birvaraqli va
komform inikasim tapin va kasiyi aradan galdirm.
©

1kin zolagi yuxari

Inoo>0 yarimmistaviys

inikas etdirir, bu zaman

kosik xayali ox boyunca ) 6
nzunlugu 1-s barabar

0£\W<1 arg®)=y keo- ®
i
NNy
U =*Jo2+1  funksiyasi Sokil 54.

sonuncu oblasti ImQ>0

yarimmustavisina inikas etdirir. Logarifmin asas ganadi yuxari ya-
Iimmislovini 0<Imw<7r zolagma inikas etdirir. Belalikls, axtari-
lun inikas

w |||U In\h/+1 inylez +1=r\n(er: +1).Cavab: w=—n(e2z +1) ¢

Misul 5 110. w 1 inikasi zamani bl=1, O<argz</r coxluglarin
z

obruzlur m lupin

llo/li v 1 Ihiil".iyasint asagidaki kimi cevirak:
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" Yy

) X' +y' X< +yr
Sarhadlarin inikasma baxaq:
©
x2+y2=1-dan u=xyv=—-y <0 va ya A
v<0 oldugda x2+y2=uz+v2=], 1l x
basga sozla, cevranin asadl hissa- I
si(sak. 55). y=0-dan «=-, v=0 Sokil 55.
almir. - 1<x <0 olduqda n<-1, 0 <x<1oldugda n=> 1. Proobrazm
z =-i xarici noqgtasi obrazin w =i xarici néqgtasina, z-i ndqtusi
obrazin w=-i ndqtssina inikas olunur. Cavab: w mistavisinill

n2+v2=i,v <0 yarinidairasi atilmis hissasi.
Misal 5.111. Logarifmik funksiyanm birgiymatli ganadimn inikiiM

zamani z0=1 noqgtasi wO=~m noqtasina kegmasi halmda haqiq!

oxun miisbat hissasi boyunca kasiyi olan mistavinin obrazim tapin
lislli. z mustavisinin haqgigi oxun miusbat hissasi boyunca kosiyi
olan G oblastmda: z =|z|(cosp +zsin¢O,|z|>0, 0<<p<2n oblastimla

w=Injz| +ip logarifmin qganadini goéturek, B ganad G oblaslim

0<v<2n zoladina inikas etdilir. Onda wi) T mwn=—m alrmni
2 2

uclin w(i) +2m ="m goturmak laziindir. v Inj;;| 1i(p+2n) gantuli

G oblastmi wa=—m noqtasini 6zindv) sixlayim 2n<v< 4n zo

lagma inikas etdirir. Cavab: 2. < v <4, .
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1<).S. Bazi elementar funksiyalarm konform
inikaslarina misailar

I w=z2 funksiyasmm Imz >0

yarinimistevisinin konform inikasi. 2~ <1 dairssinin konform inika-

S

tir J limksiyasi vasitasila . .
kompK | . miistovisinin konform \z - ]1<1da|rasm|n pOIyar §6b9|C9-
inikasi sinin konform inikasi.
\ 1Yy
X "l
K 7>
\4 p
Li. A.

6. w=\  funksiyasi vasitasils
7

dckart sabakanin konform inikasi.
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7. w= funksiyasi vasitasils

dekart sabakanin konform inikasi.

9. Jukovski profili.

11. Jukovski funksiyasmm ters
funksiyasi vasitasile dekart
snbokonin konform inikasi.

IUH

W s 1f2+_1 | Jukovski

funksiyasi vasitssile Imz >0
dekart sabakasinin konform inika:.i

10. Jukovski funksiyasmm tors
funksiyasi vasitasila polyar
sabakanin konform inikasi.

12. W=eF"2 funksiyasi viimr s
dekart sabakanin konloi m mil me



14. w=cosz funksiyasi vasitasils

I' n In funksiyasi vasitssila - —<Rez <—zolaginin
2

th km ...h;))kv)nin konform inikasi. 2 - o
dekart sabakasinin konform inikasi.

I w tgz funksiyasi vasitasile 16. w= 1= 03/ funksiyasivasi-

< — aJ .
' Rez 5 zolagmm tosile - ) <Rez <? zolagmm

i kurl sibv)kvjsinin konfomi inikasi. dekart sabakasinin konform inikasi.

' h "1 vasitosils

Hn 9 18. wnarccosz funksiyasi vasito-
M bl giig Imz>0 polyar sebakasinin
Llnhi iwl mmili itvl MKiisi.  konform inikasi.
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MUSTOQIL HBLL ETM8K UCUN CALISMALAR

1. Kompleks adadlarin modulunu tapm.
) 2=-3; 2) z=-2;3) z=7;4) z=1-i; 5) z=cosqa +/sin4
6)2--5-2ﬂ/6/;7)z:n/T0-/; 8)z = 1Z+b{|

b +ai
2. Kompleks adadlarin arqumentini tapm.
) z=/;2)z=1+2;3) z=-1;4) z=8;5) z=-3/;6) z=2 - 2i.
3. z, va z2 kompleks adadlarinin camini va hasilini tapm.
) z,=5+4/; z22--2+3/; 2) 2z =0,5-3,2/z2=1,5-0,K/
3)z, =8—7/; z2=-3z; 4) z,=5+V3/; z, =5-n/3/; 5) z,=3 2
z2=5+2/.
4. Kompleks adadlarin modulunu va arqumentini tapin(a va b
haqiqgi adadlardir).
3/, 2)-2; 3)1+/; 4) -1-1/; 5)2+5/; 6)2-5/;
7) -2+5/; 8)-2-5/; 9) bi,b”0; 10) a+bi, b Q.
5. z, va z2 kompleks adadlari t¢lin z2-z, va tapm.

zI

D) z=1+/;, z2=1-; 2) z,=1+2/; z2=5; 3) z=—1I1vW
r,==Jl +n/6/; 4) z =a-Si; z2=a+n/5/; 5 z -1’
22=3—-2/;6) z, H—; z22=5+2/.

6. Hesablaym.
1-/
| 2 3 4) (1 +zVv3)3;
) / ) 1+/ ) 1-3/ ) ( )
g |_1x 3,20 B 5T 6) i+l +bi:
2 41 5 3 4 6 1-7  1+/
v 1 /3(Nn 9),.13+ /14 + ; 5+ /|
7 2/ 1 )n/3 1 ' 58) + - . ,-13+ + 5,9+ =
) 2 2 4, 2+ 21 2i

10),4 jitl; 11) (1+20;-0-03 ;12)(2+,)S;13)1tiz2", " 1
1-7/ (B+2) H2+/)2 8-6/
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1. oimtllor I yer ino yetirin.

'<m M 3+/ . (VIO +0(17 +190.
11/ (1+0(1-20" 19- 17/
(10 1)C 10 ((i 0(3-0 . i+/42 2-i  1-2N.
3+ U -rlJ 14 + 3/ 3+ 4ij
Imn i)’ n 2/ , 2
N TR T Y, LN
()} I((» 81)
n | niupli ks udadlarin haqiqi hissalarini tapm.
. HEDL s gy 252l 3l !
| 2 -5/ 4+ 3/ |/

® | nmpU'ks odadlarin xayali hissalarini tapin.

il (w))(2+110;2)z =" N+ 6.
1+ 4/
10 | ompleks adadlarin haqgiqi ve xayali hissalarini tapiri.

y \ 2/: 722=5; 23=-3/; Z4=1+ 7.

11 It;)iabnrliklari isbat edin.

11 13 + 41/, 2+ / 18 —z

[ 25 + 25/ 3-1/ 17-19/

" Kompleks odadlari trigonometrik formada gdstarin.

JV I, Dr=—2; 3)z=1,4)z=/";5)z=-cosy +/siny ;

9 9 2 2

1) I (I+/-\/3)(cos60° +/sin600)"1;

1L O i/l 1 idh j tsin”
M I "Wpr 1 " il IM.ibii ve trigonometrik formada gostarm.
nu,\ Y
” an
+ n
ros *1 zsm2 @+
3 3

' , ton- .. On.,m 3 .nl3 .
I,/y:m ml+cos +2zsm ,0]'Z=—+1— 5

171



50 ... 5n foos A-z8m — 1Ly 40/31
-COS — 4 rsin=—

2 2
Hnoz- 1212 5= ° 3y )
13- . . Mn-
COS ~-—-~--- isin---—--
12 12
14. Kompleks adadlari cabri formada gdstarin.
c v
| COS— +ism— a2
1)2 = 12 12 2y . - ol
2i 2
3)z =(cos31 +/sin31°) 1; 4) z=""""°""" ;5) z= (207
4 / (-V2 +/V2)"

a8 >
cos’  rsin— 11—~
12 12J]( )
8) z=/5cosy-isin~J0O +i"3)7e

15. Kompleks adadlari cabri formada gdstarin.

--/11+1251 3/+7+3*f~f

)2-e~;2) z=¢e2 13) z=e
16. Kompleks adadlari tstlii formada gostarin.

Hz=-MM2-2/;2) z :~cos7+ rsin7.

17. Kompleks adadlari ustli ve cabri formada gostarin.

\ Al oA
1)z:5<>4-0,2e&cos rsin—); 2)z=
12 12 42

J
3) z=(73-1)6; 4) z= : 5)z= I I\/I N
(cos 12° +/sin 120)5

18. Asagidaki sertlar daxilinde "Jw ifadssinin qgiynutlKnnm
hesablaym.

D) w=I/?=3; 2) w=-l;n =41
3) NM=-4 +\/48i;n =3; 4) w--\- nf3;n=4.
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19. Asagidaki kompleks adadlarin koklarinin bitin giymatlarini
lapin vi) guirim.

I/ ) VI, 3) ; 4) ; 5) \N\;

d) ol /. 7) -JY+4Q; 8) V-2+2/; 9) V-4+3r.

20. lonlkiDi I lu)ll edin.

) ( 1wunl12")e@-/z)(3-4)=1+1i;2) z2+z=0; 3) z3+8=0;
Hh 1 I 0; 5 |7-iz=1=2i; 6)z2+37=0; 7) z2+|z|]2=0;
K ' | [;9 z4-/ =1; 10) z5-1-zV3 =0; 11) z4+64 =0.

21. lvoklol ilu) asasan kvadrat tanliyi (Viyet teoremindan istifads
IMmoklo) lorlib edin.

m v 11/a/3, x2=1- /n/3; b) X -2+3/,x2=2/;
I.6klorindan bir verilmis haqigi amsalli kvadrat tenltiyi tartib
edill,
) v (3-0(2r- 4);b) x =_—3-
I_

2N Tonliklari hall edin.
) v' 2x+5=0; b) x2- 2"3x +4 =0;
v)m z"1 n* 2-naturaladaddir.

2T
V)  eos¢” +isin (X, q1<=---J---, k=0,1,2,3n-1; z=0.
n

M. lonlikloii hall edin.

n (2 4, 1-5i b) z2—8z —3/z + 13 + 13/ —0;

V) I. 10; q) z5+z4+23+22+z+1=0;

d 3I1N/; il Nz—6/—0; e)jg=2+i-2z;i)z2+z=0.

'V I 1 loldugunu bilarek z14+z-14 ifadssinin giymatini
|!I<EJIIII . Llplml  wl.ullorin trigonometrik saklindail istifads edarak
I11hin 1M M In ’.ablaym.

n/ b) ¥ K+ 8d37.

I/,",1.1 in itMli*1 <1 hull edin.



28. x va y dayisanlerinin hansi hagiqi giymatlarinda asagidaki
kompleks adadlar barabardir?

1) z, =x2—7x+9yi ve z, =y2d+20/-12.

29. x va y dayisanlarinin hansi haqiqi giymatlarinda asagidaki
kompleks adadlar gosmadirlar?

1) z,=9y2-4-10xi va z2=8y 2+ 20il.

30. Verilmis kompleks koklars malik haqigi amsalli gatirilmi”®
kvadrat tanliklsri qurun.

1)2/; 2)0; 3) 1- 3/;4) 4-/V2.

31. x va y dayisanlarinin hansi haqigi qiymatlarinds asagdidaki
barabarliklar dodrudur?

Bﬂ+|’y~2-:ﬁ 10+y;?5| y+|.x 4_2*_5__
X X X+iy 4/ +1
32. x va y dayisanlarini tanliklardan tapm.
q) (Inx+ilny) - 1=Iny+/|n|-|— =2+i;

| X)

2)(- 1 +/)sinx +/cosy = cOsX.

33. x va y dayisanlarinin hansi haqiqi giymatlarinds z] ve z2
gosma kompleks adadlar olaeaqdir?

12, =-3+IXy, 2 =x2+y +4/;

2)2,=9y2- 4-10xr\ 2,=Sy2+20/1L

34. Haqiqi ifadaiari kompleks sakilda yazm.

a) X2+2x+y2-y=1; b) x+y+xy=2;

35.1, -1, /, 1— néqtalarinin sfera lizarinda obrazlarmi tapin.
V2

36. Endairasi p\ </?<—I olan paralelin sfera iizarinda obrazi
v 2 2]

neeadir? «Canub» va «Simal» polyuslara na uygundur?
37. Sfera uzarinds a) argz=a suasinm; b) \A=r c¢evrasinin

obrazlarini tapm.
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18. Qarsthigh simmetrik olan néqtalar citiinin sfera Gzarinda
garsiligh vol/iyyoli nccodir: 1) z=0 néqtalarina nazaran; 2) haqiqi
oxa na/d)i>n; 1) vahid radiuslu ¢cvraya nazaran?

W. lla nsi siuilor daxilinda iki z va z2 ndoqgtalari sferanm iki

dianu'hal «Ks noqgtslarinin stercoqrafik proyeksiyalari olar?

10. SImuun hansi cevirmasi zamani z ndéqtasinin obrazi

ndquisinin obrazma kegir?

42. Asu&idaki barabarsizliklarla verilmis oblastlarm sfera tzarinds
obia/lanni tapm.

1) Imz>0;2) imz<o0;3) Rez>0;4) Rez<o0;5)|z<1;6) |7>1

43. Asagidaki sertleri 6dayan noqtalar coxlugunu kompleks
Iniistavida gostarin.

1) |z+1l.—3=|z-1 +i\; 2) |z =Rez+1; ijg=12z;
z-ijl lz —11—z + 1
|z+212=26; 5) J ;7 6) <
= Il=jz- W
=2 Iz + 1] = jz
44,
intistovido gl)Stv)rin
z-lt+4
;< ? 21z +22>3:  3) log | >I
2 3z-1- 2
4)log 1y 2;5) |z- z0|< ¥ ;6)|z- zo|> 1 ; I)\z - z0|= R;

8)|z-2| +: 1’1 V,))Rez>C; 10)Imz<C; 11) 0<Re(zz)<1;

I2) Rez + Im . 13) Im _Z'=o; 14)Re-—— =0
z Z2 zZ Zj
15) |2z > |14 =]
45. Asagidaki bxalil 1.H.L u hinnsilari; @) Ox oxunun; b) Oy oxunun
lonliyidir.
1)z =0;2)z+r 0 4. .*) argz =0; 5) Imz =0;
6) JZ- zi=1z+1/j; 1) ar H) U**=0;09) jz-z=|z+1;
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10)Rez_ % =0; 11) |27 >|i +z*
46. Asagidaki munasibatlari 6dayan néqtalar ¢oxlugunu kompleks
muistavida gostarin.

1) |z-2| =|z+4]; 2)|z-2 +;|>2; 3) z+2 <I;
z+4
2<|7/<3 |z =2
4) n’ 5),
argZ=-4 |argz\<.J\

47. Asagidaki tenliklarla verilmis xatlari musyyan edin.
) 2=1-it, 0<t<2; 2) z=t+it2, -qo</<oo0; 3) z=t2+iN\

-00</<o00; 4) z=a(cos/+isint), ™M</<—  <3>(K 5) z=t+"‘e
2 2 /

-00</ <0; 6) z=t+iyj1-t2, -1</<1;7) z- -n-r'a/l -1 , -I</<()
(kékiin  hesabi  qiymati  g6tariildr); 8) z=a(t +i-ie~"),
-00 </<00, a>0;9) z=ia+at-ibe~", 0<t< a>0, b>0.

48. Asagidaki limitlari hesablaym.

1 .2n+l
1) lim 1+ — ;2) limfl+—1;3) lim— — ; 4) lim nsin—+/
2\ , I (

5 tim msm 2+ T 6) lim—e  :7) lim nisin—+i 1+ —

\ n \ nJ y rt->00 n /(-+00V
49. Limitlari hesablaym.
1) lim 23+ 8i . 2) Iim(Z7+I)(z - 3/z242)

z- 2i 22+ z(1-i)-i

50. Asagidaki kompleks dayisanli lunksiyalarla misayyan olunan
haqiqi dayisanli funksiyalari tapin.

1) Im(z2- z2)=2-Imz; 2)2zz+@2+i)z+(2-1)z=2;

3) jzI- 3Imz = 6; 4) 3|zl - Rez =12; 55¢-2A=|-2z\

6)|z-z,|=z-22; 7)Re(z2~2)=0; 8) |zl = Re(l + z).
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'l Velilmi.s  funksiyalarm verilmis ndqtalards giymatlarini
lusablnyn.

D /() r1/VvV: a)/(1+20; b) /(2-30;
Y (.°) 1 : a)/(i+o; b)/(3-ro;

\ v

()N +x2+1,
2224
) /(m) (L+2x+3*2)1+3x +2x2), »
2

4 y
A2, Asagidaki  hallarda  f(z) =ez funksiyasmm qiymatlarini
IK-sablayin.

M) z=/H1-0; b) z=1+ +20E£j; V) z=1i; Q) z=1+y.

S3. Tapm.

1)oger f(z) =\li-z va / (0) =-/ olarsa, /(20 nays barabardir?

2)0gar f(z)= -— va f(-2)=—sa/3 olarsa, /(-/) naya
Vz+1

barabordir?

3)9ger /(.:) r\z0=3-2i olarsa, Im/(z0) naya barabardir?

4Hogor /() cosz,z0=1-i olarsa, Im/ (z0) naya barabardir?

5) ©gar I'(;*) 1 ,z(0)=I+/ olarsa, arg/(z0) nays barabardir?

6)ogar /(.) 2-/ olarsa, arg/(z0) naya barabardir?

54. Verilmis liiiik-.iviilarin haqgiqgi va xayali hissalarini tapm.

) e-;2) , U 'usi; 4) tgz.

55. Verilmi.s luuk M\ 1l.n m giymsatlarini tapm.

Dtgl+0;-) “™i(J > M <UA2+0;4) th(\n3+-i).
4

56. Verilmi.4 limk 1 1l.um hoqiqi ve xayali hissalarini tapm.
)cos(2 +0; > in’l; 3) tg(2-i);
4) ctgit-iln2l. Yoo L), 6)"MfIn3 +~ |.
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57. Verilmis f(z) funksiyasi tglin Re/(z) va Im/(z) tapm.
1) I(z) =z2+4/z; 2) f(z) =— | -
z-21

58. Logarifmlarin giymatini tapm (Tarifs géra Lnz =\r\r +i(p+2mk ,

k =0,£1,+2,...,;; \nz =\nr +icp {->k<(p<7r)y Inz kamiyyati Lnz
ifadasinin bas qiymsati adlanir).
D Ln4, Ln(-1), In(-1); 2) Lni, In/;
3) 4) Ln(2-3i), Ln(-2 +3i).
V2

5) Ln(yjb +i);6) In(l- 2);7) Ln(ei);s) Zn(cosa +rsina), aeR.
59. Verilmis funksiyalarm tarsini tapm.
Uwe 1 °"w=22t8
w= (R .
z-2i z-3/
60. Verilmis inikasda z0 ndqtasinin obrazini tapm.

1) /(z) =2z2-2iz-8i, 20=2 +3/; 2) 1(2)- 2+r,20=1,
2z- 1

3) /(z) =1z+223, zo=1-1; 4) ['(z) =- +™, zo=2-1.
/! z

61. Verilmis inikasda koordinat oxlarinm obrazmi tapm.

1)y w=1; 2) w=2/z; 3) vw=-z-~-
z z+/

62. Verilmis funksiyanm budaglanma néqtosini miayyan edin.

D w=J(z-D)3(z+N2,z*A@Q2) w 2/z; 3) w=7"Le

z+/
63. Verilmis /(z) funksiyasi lclin |/'(z0) va arg/(z0) ifadalarinin

giymatini tapin.

iz 2 -,z
1) I(z) =ez-sin—, zo = —; 2) /(z) =ez-sin—, zo =1,
|

3)/0) =—ZT-+E > =14/

64. Verilmis /(z) funksiyasi t¢ln |/'(z0) va arg/ f(z0) ifadalarinili
giymatini tapm.

1) I(z) =6 |, zo=1+/; 2) f(z) =eA z0=i.
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65. Vcrilmis f(z) funksiyasi Uc¢lin Re/(z) ifadasinin giymatini
lupm.

1) f(z) =iz+222;2) f(z)=- +L.
iz

<= Verilmis funksiyalarm diferensiallanan olub-olmadigmi
miayyan edin.
1) f'(z) =zRez ;2) /I(z) =zImz;3) /(z) =Rez;4) /(z) =Imz.
67. Asagidaki funksiyalar tciun Kosi-Riman sartlsrinin 6dandiyini
yoxlaym.
1) f'(z) =2~2;2) /(z) =x2- 2yr;3) z";4) e"; 5)cosz;6) Z«z.
(>S. Verilmis funksiyalarm téramalarini tapm.
f(z)-(x3-3xy2)+43x%y -/).
69. Verilmis funksiyalarm verilmis néqtalarda téramalarini tapm.
1) /(z) =023, z0=-1+1i; 2) I(z) =e~z, 20=1;
3)/(z) =zez, zQ=-1 +J7, 4) /(z) =rl-z2)- 2z, z0=1.
70. f(z) funksiyasmm hogqiqi hissasi u(x,y) verilmisdir. Bu
funksiyani tapin.
1) u(x,y) =x2-y2+2x\ u(x>y) - X’ y2~x;
3u{x,y) =x2-y 2+5x +y- m*

*2+ /
4)u(x,y) =ex(xcosy - ysiny) +2sinxshy +r3- 3xy2+y .
71. [/(z) funksiyasmm xayali hissasi  v(x,;/) verilmisdir. Bu
funksiyani tapm.

1) v{x,y) x I r; 2)v(x,y) = In(x2-y 2)+x-2y\

3)v(x, 31\ V jr -

JV(x.y) 2w 1y

72. Asagulukisutihub vn ilmis f(z) =u+iv funksiyasmi tapin.

1) u{x,y) " 1(n tu 2y\ /(0) =0;

2)V(X1y) ’ ' /( ’) <) A)U'(X,y) = * _2y1 /(1) :O:
Vb X +y

4) v(@,y) <(Iln 1L 1I'M1)m by, /(0)=1;

5)u(x,y) \'lL In ,/um o;
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6) u(x,y) =2'cos(yIn2), /(0) =2;

7) n(x,y) 1) +y v(-I;1) =0;

8u(n:,y) -3n2y +y3+n;, v(0;l) =1.

73. Verilmis /(z) funksiyasi G¢in Kosi-Riman sartlarinin ixtiyari
noqtada 6dandiyini yoxlayin, agar 6danirsa, onda f\z) ifadasinin
giymatini tapin.

1) /(z) =3z+e2z 2) f (z) = cos(z +2i) .

74. Haqiqi ve ya xayali hissasi verilmis / (z) funksiyasini tapiri.

) Ref(z) =y—
(.rty2)-

3) Im/(z) =n+—/Im—; 4) Im/(z) =e“y(xcos;c-ysinx);
X+y

2) Rel(z) = (xcosx-ysinx);

5 Reldz)=x+ ,/1w; 6) Re/(z) =xsinXc/ry-y cosxs-y ¢
X+y

75. Verilmis funksiya ile gosma harmonik: funksiyam tapm.

0 f{x,y)=e~Y(xcosx-ysmx); 2) f(x,y) =y - —F-—
X +y

f{z) =3z-e2:\ 3) f(x,y): x~ jtgﬁ?zy 4y f(xty) =y +x24’-y2

76. aZ>c sabitlerinin elw giymsatlarini tapm ki, /(z) funksiyasi
analitik olsun.

1) f(z) =x+ay +i(bx +cy);

2) f (z) =cos x(chy + ashy) 1 isin x(chy +bshy).

77. Verilmis f(z) funksiyasmm analitiklik oblastini tapm.

f(z) = |X2-> 21+ 2Zjxy|.

78. Asagidaki sartlerle vcrilmis/(z) =u+iv analitik funksiyasi
varmi?



79. Verilmis modul va ya arqumenta asasen analitik j\r)
funksiyasi varmi?

1) p—(x2+y2)cn;2) p =€ a2*;3) ©6=xy;4) e =(pp+rsin(p .

80. Kompleks dayisanli funksiyalar Ggln Nyuton-Leybnits
dasturundan islifada edarak inteqrallari hesablaym.

B ®
1) Jncos zZVz; 2) Jze Zlz; 3)jz2dz;
°_ 0
n
d . .
4) JzeVz; 5) I\ﬁk_z; 6) jsinzife;7) jzaz
C 1z 0 0

81. Asagidaki integrallari hesablaym.

NJImzofe, C-konturu 0 va 2+i noqtalarini birlesdiren diiz

xattdir; 2) f— , C-konturu |z =1 c¢cvresidir; 3) f-~L
r2 *Vz
C-konturu |zl=1 cevrasinin yuxart yaninhissasidir, dolanma

istigamati isa (1;0) ndqgtesindtm ( I;0) ndéqtasina dogrudur (Vz
ifadasinin qiymatitii  Umumi ddshindun  k =00¢in gotirmak

lazimdir); 4) "°° ,C  konlnni | |z <2 oblastimn ssrhadidir;
c 2
r I o n
5) *\z dz,C-kotilnru I'l vAvidsi ils0<argz< —zgoxlugunun
r
/
kasismasidir; (& || . legral -i va [/ ndqtalerini |zj =1

I
cevrasinin qovsii n m I>Mo”diran ayri lzra goturulir voe Rez>0;
7) jzj=2 cevrosimi Imz<0 yarimmaustavisinda yerlasan hissasi

olan va z, —=2 vi» , 1 noqtalsrini birlasdiran C - konturu uzrs

inteqrallari hesablaym: a) jlz|</z; b) jjzjzdz; v) J(2x-3iy)dz;
c c c
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8)z, =1 va z2=i noqtalarini birlasdiran C-dlz xatt pargasi zrs

integrallari hesablaym: a)z; b) Imz; v) z ; 9) qapali konturlar

tzra  mteqrallan hesablaym: a)

V) parabolasmm qovsi

Uzra hesablaym; 11) C-konturu z0=0, z(=i ve zB~\ +i

noqtalarini birlasdiran OAB sinig xatti olduqda
C

inteqralmi  hesablaym; 12) jzJdz  inteqralmi  hesablaym.
c

iJ].2(z-D 4

daxilinds, -3i noqgtasi isa onun xaricinda yerlasirss; b) -3/
noqtasi C konturunun daxilinds, 3/ néqtasi ise onun xaricindo
yerlasirsa.
83. Kosi dusturundan istifads edarak inteqgrallari hesablaym. ('
konturu markazi 2 ndqtasinds va radiusu 2-ya barabar olan
cevradir.

84. inteqgrallari verilmis gevralar Uzra hesablaym.



) | — & czm
Bz +1)(z- 2
85. integrallari heablaym.

) f smz dz,C konturu a) [z+41=2; b)|z-1+31=2 olan
*Z +16z 11 1 1

coxluqdur;
2) f £ 2, C konturu a) [z+%=1; b) |z+2+/]=2;
J(z-1)2Az+2) 11

V)jz- 4=2;q) jz+ 2- 3 =3 olan ¢oxlugdur;

3JrezXz, C konturu z+z=2 va |Imz|<l mimasibatlari ils
c

verilmisdir;

4)je2:dz, C konturu AOC (n((-1;1), 0(0;0), /?(1;1) noéqtalarini
C
biriasdiran U¢hucagin konturudur;

5) jezdz, C konturu /1(0: n) vo JKI\0) noqU)k)iini birlasdiran
c
parcasidir;

6) Jrezrfzi1a) /4(0;0), H{2J) LU ljii;yisi iizro; b) |z| =1 gevrasinm
is)
yuxari yarimhissasi dzru (//(};()));

7 —— C konturu a) innrko/i koordinat basiangicmda va
°27 +i
|Kc
torafi 0,5 olan kvadratdir; b) 2 oblastimn sarhadidir.

jhin

86. /]=1Jz2z va /2= jVufe inlcgrallarini C konturunun asagidaki
c c

hallarmda hesablaym: a (" konturu markszi koordinat
baslangicinda yerlasan ¢evranin birinci ribdaki gqovsudir(istigamat
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saat aqrabinin harakatinin aksinadir); b) a) bandinda verilmis
qoévsin baslangic va son ndqtallarini birlesdiran vatardir.

87. f—snz— dz inteqralmi C konturunun asagidaki hallarmda

'22-2-2
hesablaym:
a) C:iz-(i+o] =1 b) C\z=l+i+eiq 0<a?<2n,
v)C: z-3rj =3,1; q)C:lz+1=1

88. /, = jxdz , /, = jydz inteqrallarmi asagidaki verilmis yol uzra

hesablaym: 1) =z =2-H' radius-vektoru boyunca; 2) |N=1,
O<argz <N yarimgevrasi boyunca(z =1 baslangic no6qtadir);

3)|z- a\ - R cevrasi boyunca.

89. J]2\dz inteqralmi asagidaki verilmis yol Gizrs hesablaym:
c

1) z=2-1i radius-vektoru boyunca; 2) |zl=1, O<argz<n

yarimgevrasi  boyunca(z =1 baslangic noéqtadir); 3) |z] =1,
-y<argZ- % yarimgevrasi boyunca (z =/ baslangic noqtadir);
3) |z = R cevrasi boyunca.

90. J|z|jzdz integralmi |z =1 yarimgevresinin yuxari hissasi va
c
-l<~<l,,y =0 parcasmdan ibarat qapali C konturu (zre

hesablaym:

91. ’\;—dz inteqralmi  sokil 56-da
c?

verilmis gapali yarimhalgadan ibarst C

konturu Uzrs hesablaym:
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n. \(z-a)"dz (n- tam adaddir) inteqralmi asagidaki verilmis yol

iizro hesablaym:
) \z-a\-R, O<arg(z-a)<n vyarimgevrasi boyunca(z=a+R
baslangic néqtadir); 2) \z-a\ =R c¢evrasi boyunca; 3) markazi a

ndqtasinda va taraflari koordinat oxlarma paralel olan kvadram
perimetri boyunca.

. dz
93. j—( 1) inteqralmi C konturunun miuxtslif veziyyatlari Uzra
z2(z -
hesablaym. Farz olunur ki, C konturu 0; 1va -1 ndqtalarinin hecg
birindan ke¢mir.
94. inteqrallari hesablaym.

1 ezdz

I -~ —dz, a>1;, 2)=—. C- konturu Id<a
) g4 -1l )zm z2+a2

- . i t zezd .
cevrasilli daxiline alir; 3) — 262z a nogtasi C -konturunun

2m *(z - a)

daxilinckx li
95. 1 f 1Z— inteqralim asagidaki verilmis yol (zrs

21 ¢ .-(1 2)
hesablaym
1)0 nogU»si (  konturunun daxilinds, 1 noqtasi ise xaricinda
yerlasir; I imqgtosi C -konturunun daxilinda, 0 ndqtasi iss
xaricindo ynl»u. 3) 0 va 1 ndqtaleri C-konturunun daxilinda
yeliasir.
96. Integnill.ii 1 lir thilayin.

1) /,=Jzv . /. \\Iz' a) L- konturu
l |

sakil 57 a)-da w rilinsdir; b) L- konturu

sakil 57 b)-dv> \ci 1Imi'.dir;
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2) jesdz- L- konturu A(0;-1) va 5(n;0) noqtalarini birlasdiran
L
parcadir;

3) jRezVz: L- konturu z+z=2 va |Imz|<l minasibatlari ils
L
verilmisdir;

4) je2dz e I-konturu /(05 ucbucaginin N(1;-1), 0(0;0) ve 5(1;1)

konturudur.

97. re2‘ dz integralmi hesablaym.
12z +/

1) C-konturu markazi koordinat baslangicmda va tarafi 0,5 olan
kvadratdir;

2) C-konturii £):<IReZI <2 oblastimn sarhadidir;
[Imz| <1

98- Sc. quvvat sirasmin yigiimasini tadqiq edin, agar

nrp

Ch=~_~ J2 -— — 3 v, 4 =—5 =—
1) 2 ) cn i )cs ) © - ) c .
. kekIin nsmin
\)C,,: 71')\0 = Z_ : C.: -— \)C,,: —
n 3
99. quvet siralarmm yi1gilmasmi tadqiq edin.
DY -jI— ; 2y — i ; 3)£(sini+/2n
Bin+in £?2(n-i)yjn n nj,
4) jA(IF -a+/. 52 ura2+0" y In(2i-i)"
= n = 2 =1 3
0)
loo- 2>, z" qlvvat sirasinm yigilma radiusunu miayyan edin,
H
agera) c,=nn; b) =1, v)c,=~ ; Q) c,=cos(m).
n\ 2
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101. Qiivvat siralarinm yi§iIma radiusunu tapm.

» o ou| oc o, A\N o n
» 1A 32) EN A~ (m-2r;3) 2(*-1)--3%; 4, £ .
™ n n=Lw+ 1) («+2) = »0
O oyimamz+) 8] S TPV (e by,
£ 0+0” £ £(2«-1)r-27 ft
QYEZ 10 fV ' ;N JTE@+(-D")'V ; 12) JFr " cosm;
/1:0Do /i-0 Gon-l) . Zl n=0
13)X(« +a")z“;14) £3*(z-1)*;15) £ i - ;
16)y ("+0(z+0"ml7) y z2; 18)Y (r-2™ ;19 V
t! d+0” S’ No(2«-1) 2" £
102. Siralarin yigiima oblastlarini tapm.
1) 1+£ — ;2) ;3) JMAlzZIL-;4) £<*+41;
t;«! fr tr«!(i+0” S I+i«

5)E[2 +(-)"]z”;6) £jE+iiiL _; 7)[>in(m))z”;8) N. "
=l MFOP +4e(-13 J e AJ

9jA ; 10EL£EE; 1)E(L+"]; 12)E[2 ,"

Nn=1 n Nn=0 zZ + ft /1=0 \ A Z ) n~0\ n'

i3)i(AT;id4)1A:15) £--~; 6 1| [~

n=1 VvV n ) n=0Z + 1 na 1l 2 na 1l
17) X (Z+207—, 118) f 1)) vy ©19) - [

0NV __£1_-91dVOIJIile  sr(n+0(z+0"" (i \
E(*+i)3"  N(«+ir’ s o+0" )

AKfz1J; H1nT;1‘H v é

28) jTrY*”;29)] T A Yr+T-+ 2'fi m
3 z+1"

w AN (r+n 3«+1 . Nenvfz + 11

30) i — -3 W ' 3LDE b ‘wn



¥y M Wy Z+1

103. Asagidaki quvvat siralarmm yigilma radiuslarmi tapiri.

co | 0 co oo} co
1) 72) £ r*;3) ]Tzr ;4) ]IT(B+(-)»)V';5) fVcosm
>} ft 1720 /7=0 /720 77=0

co

104. X e»z" qlvvat sirasinm yigilma radiusu R(0O<R<' |
§=9)

olarsa, asagidaki qlvvat siralarmm yigilma radiusunu miayy;m
edin.

1'£E ntc,,z"- 2)X(2"-1)c,z”; 3)X " rz”;
=y = J/=9)
4)fy Gz"; 5)f>,V; 6) £ (1 +z0)C,z" .
105. X anzn va qlvvat siralarmm yigilma radiuslan
=0 -0

uygun olarag ~ va r2olarsa, onda asa§idaki qlv vat sira larinm
yigilma radiuslari hagginda na demak olar?

D MN(<«. £*)r";2) ) eA*";3) frz».

=) Ji=3] Ji=3)
106. Asagidaki quvvatsiralarmin yigilma dairasinin sorliudindo
yigihb-yigiimamasi haggmda na demak olar?

Nf«m: 2»£—1 J>EA"
1=0 n=l T JEL N 3|
00 ptl 00 /_1\n . .
5 V (/?- natural adaddir);6) V -——z3"1 ; 7~ , .
tl n =2 Inn 1



107. Asar.ulaki funksiyalart » ¢ nz" seklinds qlvvat sirasina ayirin
«0
v.1y1j’1lma radiusunu tapm.

1) rhz ;2) shz ;3) sin2z;4) ch2z;5) (a +z)a (aa = ealna);

()Vz+7 (VF=i%i);7) — (~0); 8 Z
2 6z +6 ; z2-47 +13°

142
> -r; 10) In ; 11) In(z2-3z + 2).
2+) 1-z

108. Asagidaki siralarin camini tapm.

Djy: 2)%; 37J— ;4JV; 5

1n=0 n=0 n=0 z ‘' * /1=0 »=0 ~
6)5>*; 8)2 >to; 9)S4°

n=0 «=1 J «=1 n=1 2

109. Asagidaki siralarin yigilma oblastlarmi tapin.
DE3*(*-.y;2) f -

rr (z+i)" "
110. Asagidaki siralarm verilmis coxluglarda mintazam yigiimasim

ishat cdill.
't Ctill 1 o / , /T2

DY ..." 1~ , |z|<r<V3;2) y (5+Y?Jm, z+n/3 <r <n/3.
£(3« 1) v 11 t 3" I
111./(2) linl<siyasim z-i qlvvatlarine goére Teylor sirasma

ayinn.

112. Verilmis hTtkmyBlan z0 ndgtasinin atrafmda Teylor sirasina
ayirin M) yip,lima ohlnsiini gdstarin.
a)lnz,z0 I, I")(@Q ), =0;v)sin2z-2sinz, z0=0.

113. Verilmi* IniK ,almi V r qlvvat sirasma ayirin va yigiima

IC]

radiusunu tapm

Ve 2P0 B V)-(zil)“

1w)



114. Malum ayrilislardan istifade edarak verilmis funksiyalari
)

'YjCzn qlivvat sirasma ayirm.
/1=0

a) In(z2- 32+2); by T ) BN 4o

1-z 0 z
115. Verilmis fimksiyalar1 z- 1 farginin daracalarina géra qivvin
sirasma ayirin va yigilma radiusunu tapm.

a)_N_; b) £rmmm- CV). a3

Z+ 2 22-22,+5 (z + 1)
116. Verilmis f(z) =Inz funksiyasmi z0=2 ndéqtasinin atrafinda
Teylor sirasma ayirm.

117. Verilmis funksiyalari z dayisaninin daracalarina gora siraya
aylirin.

a)-r— -—--; b). Z+1 ; V)_t_; q z.
22-2 2+ 2 (z -1)2(z + 2) 4+ 22 22-1
118. f(z) = —  funksiyasini 0<|r—i|<1 halgasinda Lorail
7(z-1)
sirasina ayirin.
119. f(2) = funksiyasim (z-2)-nin daracalarina gium
7 (z-2)2

Loran sirasma ayirm.
120. Asagidaki funksiyalari gostarilan oblastlarda Loran sirasiim
ayIrin:

a) f(z)= £ funksiyasiml<]z <2 halgasinda;
(z2-1)(z2-4)

b)Jf(z)= funksiyasim 1<|z]|1<2 halgasinda;

YTW(!WT2

v) f(z) = ! funksiyasinibl> 2 oblastinda.
(z2-1)(z2-4)2

121. Asagidaki funksiyalarm (z-z0) daracalarina gore ayi ili.slai im

yazm.
Dinz, z0=1 Inl=0;2) In(l+2), z0=0, Inl=0; 3) sin m, =,

Dr,z0=2;5) In(l+z), z0=2.
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+
122, —° 2 funksiyasini zo néqgtasinin strafmda Teylor sirasma

z -2z-3
ayinn.
1)z0=0; 2)z0=1.
123. Asagidaki funksiyalari (z-1)-in daracalarine gdra quvvat
sirasina ayirm va yigiima radiusunu tapm.

Nz ; 2) —— — ;3) — 4) 4~t , VI =~1+bh" =
z+2 z -2z+5 (z+1)2 2

5) Inz ;6)sin(2z - z2).

124, Asagidakifunksiyalarm z - indaracalarina goéraqivvat

sirasma ayrilismin ilk bes haddini tapm.
1) ezsng; 2) nicosz , (z =0 oldugda fcosz = 1);
3 (1+2z)2- eA,1+2;4) ;5)e2iIn(l+z).

125. Asagidaki funksiyalarm zdayisaninindaracalarina gors
ayrilislarim yzzizm.

1)_i_;2) — ;3) ca3z;4) e'*2;5) ain*z;6) L.;7) 1
-z z-1 I (m g z
*)—L-:9) iizi; 10 r.": 1m0 :
)(1 2) ) z+2 ) 712 )/ 2-12
12) £+1--mm- C) ry /.
z-1) z+2) 411/ i

126. Asagidaki fimk.iynlan >w.1.11hui halgalarda, ya da verilmis
noqtalerin atralinnda | nniii mmmna ayirin. ikinci halda ayrilisin
iniimkan oldui’it obIn\il >s4bK in

1) e funksiyasiini 0 vi» - 00 néqtalarinin atrafmda;
Z_

2) — —,,(a *0 I natural adaddir) funksiyasmi z =0 va
(z-a)

z —cc néqinlul nin .elailinda; 3) — -——- funksiyasintz=0, z=1

z(1-2)
vi) z nttghitint min  dlrafinda; 4)  =eeeeeee lommeeeeeeee 0<b|<
(z - a)(z -b)



funksiyasini  z=0, : =g, z=co noqtelarininatrafinda va

2—27+5
|a <|z <|b] halgasinda; 5) 2 2 funksiyasmi  z =2
(z-2)(z +1)
néqtasinin  strafmda va 1<ld<2 halgasinda; 6)

(z2+1)2
funksiyasini z=i Va Z=0 noqtalarinin atrafmda;
Nyf(z-a)(z-b), 16> funksiyasim z=wm noqtasinin
atrafinda(funksiyanin har iki budagma baxmali);
8)/(2)= -——mmmmmmmmmmmmmee- , Im/ — >0 funksiyasmi I<|z|<2

V(z-1)(z~2) V Uy J
I
halgasinda; 9) z22 funksiyasmi z=0 va z=co ndqtalarinin
atrafinda; 10) e}~ funksiyasini z=1 va z =0 noqtalarinin

2= 4 . -
atrafinda; 11) cos-z i funksiyasini z - 2 ndéqtasinin strafmda;
(z- 2y

, . ) . &
12) zZslln funksiyasmi z =1 no6qtasinin atrafmda; 13) e
z-1

funksiyasmi 0<[z|<oo oblastmda; 14) sinzsin— funksiyasmi
z

0<z|||<oo oblastmda; 15) sinlZ funksiyasmi z=1 va z >
-z

noqtalarinin atrafinda(sonuncu  halda ilk d6érd hodb’
kifayatloanmali).

127. Asagidaki funksiyalarm verilmis noqgtalarin atrafmdu Loran
sirasina ayrilismm mimkanliyina arasdirm.



8 Inz, z=0; 9) In'-,z=co; 10) In— ,z=o00; 11) z"=ealn',
z Z+i

z=0.

128. Asagidaki coxgiymatli funksiyalarm verilmis ndéqtalaerin
atrafmda l.onT sirasina (o ciimladan Teylor sirasma) ayrilisi olan
hirgiyinotli budaglari varmi?

.z =100,
z-1D(z- 2

4) V(z" )(z~2)(z-3) , z=00; 5) \jz(z~ 2, 1 =oo;

6) VI I-Vz ,2z=1;7) Vi+Vz ,z=0;8) VI+7z2-T, z=o00;
D+ V21,2120 A+ 500 1=

) LT 1) (2-2)], 2= 0.

129. f(z) 2222222 funksiyasmi
zZ +22-3

1) z0 0 ndqtesinin atrafmda; 2)funksiyanm sifirlari atrafinda;

Dfiinksiyanin maxsusi noqtalari strafmda z - in daracalarina gora
qlivvat sirasma ayirm.

z22-27 -3 . . ; .
130. /'(.) - —A-——— funksiyasmi z0=1 ndqtasinin atrafmda
® 12z +3)

indin.n.4.Hmu gora quvvat sirasma ayirin.
111.  Asap.i'lil I fimksiyalan verilmis noéqgtalarin atrafmda z-in
dotucolur T.- )l »qi‘tvvat sirasma ayirm.

N 1() AN, funksiyasmi sonsuz uzaglasmis ndqgtanin

eliiifmdii, 'l [) ZfZI funksiyasmionunsifirlari
(I 2i-2)

ilmI'mda, ® /( | A , funksiyasmi onun sifirlari atrafinda.
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132. Asagidaki funksiyalari verilmis ndqgtslarin atrafmda z-in
daracalarina goOra giivvat sirasina ayirin.

D f(z) :z_*' funksiyasmi a) z9 =i;b) z0o =0 ndqtasinin atrafmda;

2

z (z + 1)

2) /1 (2) = funksiyasmi a) z0=0; b) z0=i;Vv) z0= 00;

g) zo = -/ nogtssinin atrafmda.
133. Asagidaki funksiyalar tc¢iin z() néqtasinin xaraktcrini miayyan
edin:

a) sinz + 3sin2z, z0= KK , /lcs Z ;b)sin(z - l)cos3y z, z0= 1;

cos-
o, 2..110=1;0q) , 20=TC.

sm'(z-i) z

134. Asa@idaki funksiyalaricliin z0 polyus ndéqtasinin tartibini

v)

miiayyan cdin:

a ) -i-, F,=R* L6 7, b) [ f~3*+ 214, . *, =2, z,=1;
sin' z (z -4)~(z-1)

, . STz+1__ , 0

V)-—mmmmnen 7T zo~~1"z0=2+
(z%- z2- 2)

135. Asagidaki funksiyalar G¢ln maxsusi noqtalari tapm va tipini
miiayyan cdin (polyus noqtalari t¢ln isa tartibi miayyan edin):
b)c/gz; v) 1 ;q)e;~2; d)@s—t—-
2z + 1) (z-1) (z +1) Z+1
136. Asagidaki funksiyalarm maxsusi nogtalarini tapin:
1



137. Asagidaki funksiyalarm Ugiin z =0 ndéqgtasinin tipini miayyan
edin:

a) expf— —1; by z+3z—; V)
In(l - 22) . z3
sinz-z2+ —
1
g (¢ 1 z)ctgyz; d) sh2z ;€ exPp 2
, Z U -z
cosz -1 + —
2

138. Asagidaki funksiyalar lgiin maxsusi néqtsleri tapm ve tipini
muayyan edin:

1
1 i Pl |
a) —-> b)) 1J-; V) o Vzt U ; qQ "’
z +1 z (z+1 z (z +1)

139. Asagidaki funksiyalar G¢lin maxsusi néqtalori tapin ve tipini
miisayyan edin:

a) ~—
)z—l

140. Asagidaki funksiyalar t¢tin zO=0 silirmin utrlibini musyyan

b) zcos— z\ v) z’sin' z e
z z

edin.
1) f(z) =(e2~1)2-sin2z;2) /(z) =(ez*-1)" 1(cosz-1)2;
3) f(z) =(ez -1)2- 4(1-cosz)2.

141. Asagidaki funksiyalarm bitiin maxsusi noéglulurini tapm va
tipini miiayyan edin:

~ 1 23+ z >
1) /(+*m) = v r—; 2) /1(z) =— — X
) [(=*m) N, ) 1(2) g
1 3 1 zV sin
3) cos -+-N—el; 4/ (z) =— — .
) z+1 z +1 )1(2) e -1

142. Asagidaki funksiyalar G¢in maxsusi négtokni tapm, tipini
miayyan edill ve sonsuz uzaglasmis ndqtanin utralinda funksiyalari
tedqiq edili:



y) f(z) =— z-; d) J(z2) =e'«*; e) f(z)—-IHLL

4z + 3

143. Asagidaki funksiyanm polyuslarmi tapm:

AR A
144, Asagidaki funksiyalarm maxsusi ndqtalarini tapin:

a) ./ (z) = ©b) /(z) = sin-.
z2+1 z

145. Asagidaki funksiyalar tclin maxsusi ndqtaleri tapm, tipini
miiayyan edin va sonsuz uzaglasmis ndqtanin atrafmda funksiyalari
tadqiq cdin:

1) f(z)= 2;2) I(z) = 3) f(z) =ze~z:4)/(z) = zx? 2
z(z' +4 z +1
5 /(z) =elz; 6) f(z)-e 1.7) /(z)= ; 8) /(z) =sm )
zZ
1 4
9) [/ (z) —sin—4—-j 10) f(z) =e~zcos—; 11) i 12) -
z 7 z zZ—1 i+z
13) —~"-5-; 14) ; 15) -fL.; 16) ilx1; 17) af*;
(1-z)* z2(z +4) 1+ z e
11 1 1—6 1
18)——--; 19 ° 20) i-7-; 21)
-1 z z(l-e2) 2 ez z23(2-co0sz)
1
J 1 r r-1 z~\ j
22)thz; 23) e 7 ;24) ze7; 25) ; 26) 0 27) 4 ——-- ;28) - —
e -1 srnz

29)M1n-; 30) tgz; 31) tg'z; 32) 33) ctgz--; 34) ctgz--;
z~ z z z

3%) — — — ;36)-—- ;37) sin 1
sinz-sina cosz + cosa 1-z
. . .
38) 7( — :39) ctg-1\ 40) ctgl- L;41) sinblw b
z z z 7'
(z2- 4)2cos
vz- 2y

1%



146. Asagidaki funksiyalar dc¢ln z0 ndqtasinda c¢ixiglari
hesablaym:

” 0. 'u\ cOSs z

L)‘r» 20:-9" -0- i °

iz+’2)(z-3 z~'(’1+4)

v)/gz,z0=£; q) ert2, z0=-2; d) sin ,20=1
2 z-1

147. Asagidaki funksiyalar Ggin onlarm moxsusi ndqtalarinds
cixiglarmi hesablaym:

a) z-z~1; b)-j-i ;7 v) L ; qg)z3cos 1 ; d)e ;.
zZ(z-0 Z'(z +9) sinz z 2
148. Funksiyalarm gostarilen noqtalards ¢ixiglarmi hesablaym:
a) ! , 20=0; b) _1 z0=0, z0 tI; v) (22 ,
1- cosz zZ -2 z +)
Z0=+1;q) erw — z0 =00. I (z) = A 1,.:, 00
z- B ’ 1+ 1z

149. Asagidaki funksiyalarm sonlu maxsusi néqtohn indu vo sonsuz
uzaglasmis néqgtada cixiglarmi hesablaym:

a)— b) sin2z ; v) ¢c*"%Z; q)c/g%; d)cos 1 ;
z(l -z ) (z +1) 2 2



150. Cixiglarm kdmayi ile asagidaki gapali kontiir tGizra inteqrallari
hesablaym:

a f—dz\ b)) [-/ V) |—— , C-konturu x2+y2=Ix

dl z i1=32 + 4z cz + 1

idir: d \e) £ ,2d ;) [ —-—-
cevrasidir; q) [sm z e)|,33(z +|)(Z 2) ) (p[Z(Z- N(z-3

151. Cixiglarin kémayi ila asagidaki gapali kontur lzre inteqrali

hesablaym I agar a)C:bl = 1; b)C:ld=3;
h2z(z + 2)(z + 4)

v)C :Jg=5.
152. Cixiglarin kémayi ile asagidaki gapali kontur uzrs inteqgrallari
hesablaym:

a) | 2 dz-------- ;b)) f +1¥ 7.
2 (2z2+1)2(z4- 1)3 H=(z +2)2(z - 3)

v) I QB<e. ; q) f 23cos— —dz; e) [e 2dz e
H=-2'(z + 4) W-3 z "2 1=H

153. Sonsuz uzaglasmis ndqtadaki c¢ixigin kémayi le asagidaki
gapali kontur iizre integrallari hesablaym:

a) T by f (£ixil)*-
JSZIS: % IrlJ:1‘1 ZZA +111
.1 I
sin" = TV
v) f 2 dz ; Q) f iz -
513z(z + 1)2(z + 2)(z 4) J 14y

154. Asagidaki gapali kontin iizi'o inlegrallari hesablaym:

ay frL; b) ] vy f ;



155. Asagidaki funksiyalarm dgiin z=0 va z - oo ndqtalarinda
cixiglarint hesablaym:
I 1 2
1) ﬂ”% o) S0 gy sin L gy 2
z~ z sin z
156. Asagidaki funksiyalarm {clin butin maxsusi noéqtalards

cixiglarint hesablaym:

1) cos— ;2 sm2—3 cos2—L— :4) (z-3)e-3; 5—f +1 :
) z-1 ) ) 2z +1 ) { ) ) z (z-1)2

6) z+1 -7\ Z+1. 04 e'f "”3\(22”)2(2"{-
22-2-2) T2 L+ 2 ez )

157. Asagidaki funksiyalarm 0cln onlarin maxsusi ndéqtalarinin
tipini muayyaen edin va bu ndqgtalarda ¢ixiglari hesablaym:

fz +1Y fz +1Y 2 1 2
) - 12) e ,3) z+1+ -;4)-+

\ z ] \ z ] z+1 zz +1
3) s_|_r]_g____;6) __sin z_;# sin z

z\z + K)" 'z(z +7T)3 " 22(z +n)2
158. Asagidaki funksiyalarm Gc¢un biatin maxsusi néqtslards

cixiglarmi hesablaym:
I

; 2) ;J) < lcosr;4) " cos -;5) z2sin *
" +1 z 11 z’ 116 z Z-1i
1 5 I ,
6) if"'; 7) sinzsin ; 8)z cos-
(z+Dh2 .17 z z-2

159. Asagidaki limKsiyakir iiciin onlarin izols edilmis maxsusi
négtalerindi) wvn sorisnz uzaglasmis ndqtadse (sgar sonsuz
uzaglasmis n<kjle m.ixsusi noqtslar Gcln limit noqgtasi deyilsa)
cixiglarini licsibhiN m

Y 3_1 Vi | ) ZZL, n - natural adaddir;
z —2 ¢ 1 1+2)
1 . Iz 1,0 sin zz 8 |
4) Z_(I - z'). 1> ( '_ '1), 6) (z + 1).. Lf) Z_(z_+9) 8) th,
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9) ——:10) etgz; 11) cig"z; 12)...9._95—— 13) z3cos-
smz -2 z-2

14) e *; 15) sinzsin—; 16) sin Z ; 17) cos----- —
z z+1 z+3

18) , hao 0; 19) z”sin—, n - tarri adaddir;
z(I-e ) z

2°%) -.4l3-v 21) 5iflvz

160. Asagidaki funksiyalarm verilmis ndéqtalarda c¢ixiglarmi
hesablaym:

1 a)SIn 2 - 2z ;b)LI (¢~ chz)shz ;vL)I————C—(—)—S——Z ————— funkswalarmln
(I~cosz)" (I-cosz)sin z L z*
2
1 _
Z COS 4 ] 221/ N\
z = 0 noqtssinds; 2)a) —— — V) i p—
| 2) z -1 +0) 2z -1 ) 2z +1

funksiyalarinm z = 0o ndqtasinds.
161. Cixiglarm kémayi ila asadidaki inteqrallari hesablaym:

) f— , C-konturu x2-fy2=6y cevrasidir;
¢ z -16
3
2) j(z 4+ , C -konturu {7 <3,Rez <o} oblastimn sarhadidir;
c Z +16
rz d* \z\-2 cevrasidir; 4) f—~--Z :
dz3+l 1 & ~9vy

C-konturu y2=x parabolasmm qdvsiu ile x- 4 diz xatt

parcasindan ibarstdir.
162. Cixiglarm kémayi ils asagidaki inteqrallarl hesablaym:

ezgz_ '>C |z +/][<2 2) %sm ,C:lz>1
7

i =8Nl Z AC
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C COSr Z+ 1 r €022+ 1, t z3+sin 22
-az

5 J 22-%R 6> J3-Qlayr

f
21-3 |2 (2 - ;r)sin -
2

; 1 j>
8 J o2 MO ey b e z2>(gz—ejﬂ J2
z25h22z , .
lzj=2 \'% ,
/1 | 2
10) J (1+2+22) ez-e 22 Lfc; 11) pVofe;
jz-3j=2 |zl=r
L [l L
12) f ——e*zdz; 13) f(I1+2+22) < +2ezH- 3ez2 dz
|z+4'1..|:5 2+3 Zv‘!3 \V/ J
2” Sin’
14) j dz .
|z+2|=3(Z + 1)(Z + 2)
163. Asagidalct miiuyyorr inlc'cjrullnri <" nvo/lumesi aparmagqla
hesablaym.
a)

£ e- _ib) Uyl 0>
J(5 + 4cosey>)] "
164. Asagidaki mlcqiallar 1 hc.nblnyw

au2rcos22xdx . | j  I'OL Al €0s33xdx
g5-4cos,v ol 2/mmn\ 1~ 4 V)I r-2p cos2x +p2
|pl<i.
165. inteqgrallar I In ..ihhi\ 1
‘L dx . Cos ax
DJ- BN - 3){ dx\a>0, a> 0.

X2+ci2
166. Asagidaki mu 1ji.1Un 11n ..iblayin (n - tam, a haqiqi adaddir):

lit

a) |edabticos(n<p  Mm Le)({/(/». b) Jtg(x +ia)dx-



167. Asagidaki inteqrallari hesablaym:

7*sinca . Us~Asin”® ., \ Axsinax . n.
a) dx, b)j — dx’ v) J— jdx,a> 0,
6 ]
X on +1 Ox +r

q) Xioosax dax, «>0; Jis i smax_dx a>8 b> .
1/ +1 Ix(x +b)

168. Asagidaki inteqrallari hesablaym:

a) f*~— dxm b) fX6+"dx\ v) [— f -d x
Jyx* +1 {* +1 i(x2+4x +13)2

) f— - dx, Q>0; d) f——sha*—-——dx,a>Q,b>0.
11(x2+b2)2 {(x2+a2)(x2+b2)

169. Asagidaki miayyan integrallari c¢ixiglarin  kdémayi ils
hesablaym:

<:osg€7+1c 2 Si.nz(p ) \ 2 |
\ dp. 2) - 3) 2
'sin 77+ 2 “5+ 3cos” ~(2 + 3cos] x)

2r j 2( j

4) f , 7 5) foe

) 0(4-3sin x) ) *(3+2cos(py

170. Asagidaki geyri-maxsusi inteqrallari hesablaym:

14T dx *y\ or\ "f
i(x2+4x +13)2* Jx4+T |(x2+4)(x+0’

ue°r M a x2-x+3 T dx _4°°rcos2 ©

4) SYTTIOTT?n :6)Jt TsF57) iTCTTI
a (j-lcosx<ix a "J-xsin xdx Arxendx

8) J xr-2*+2 ,9) J~?7r;ll))te W U) il?74,;

1) V(X - I)exd)h]ﬁé} J-xsn}Zxc/x {j” %°f(x2+l)cos4xdx >

M9 w4402 XV #Ag0 %'=4j:+6
xsinéxdx WM °fxsin3xjx 1  “j-xsinSxdx
X2+4x +13” j x2+16 ° 1 %®2+16 °
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o |7T 0 dx 5 ri:o§3xdx Icosn/2xdx .

~ 52\J)
Jm*+4)(x —2) 0 4+x 0 1+ X
[04] 11 00 J
21) 1~T~J7;22 j-m
) oxX +16 )i(x +1_)J

171. Cixiglarm kdmayi ile asagidaki qapali kontur zra inteqrallari
hesablaym:
r ofz

1) C- konturu x2+y 2 =2x cevrasidir;
1z +1

2) r C - konturu \z- 2I = — gevrasidir;
J(z-1)(z-2)2 1 1 2V

zdz . ‘ Do — %\LZ

3) g(z[—3)(i'll'l) c' - konturH/l Izl —3 cevrasidir; 4;2,\4 1

C -konturu ‘2 =1 cevrasidir; 5) "'— dz, C konturu z=1I
iz (z -9) 11

1. 1 .
cevrasidir; 6) sin <h, (* konturu bl r g¢evrasidir;
2T - z

7 Yeh 4. nOHuM LT ¢ covresidin 8) —— \zre 2dz,
2m 27 *
n - tam adoddit (* Kesuluru |/| /o cevrasidir,

L1 j

9) f(l+zfw)a 1. 11m 2)dz; 1Oi)iu55@in z(l - cosz)

|z|=3
172. Cuixiglar m  Ix»nb>s1 11> asagidaki  muiayyan inteqrallari
hesablaym \)y.. u mmgqi.il gcyii 1naxsusi va dagilandirsa, onda onun
bas giymolinn lu-.ablmyT (j»,nr o varsa):
) f——m |, un el <N elp=z avazlomasindan istifads
*a+cosP
edin;
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_ 7 o . - N -1 .
2> %\t(a+oc(c]Js<y9)"'G2 a>b>7;3) 0](a+OE:osrg?) » 2>0,6>0:4)
[ — — a-kompleks adaddir va n*xl; 5
J1- 206cos<™ + a~
X
f—-°s — }@_kompleks adaddir vo a dx1;
"1- 2acos (p+a
In In
6) jV'®Lo,Qs(n(p - sin (p)d(p, A - tam adaddir; 7) + za)dx,
X
0 - haqgiqi adaddir; 8) Jctg(x +a)dx, a - kompleks adaddir va
0

Ima 0.
173. Cixiglarin kémayi ile asagidaki inteqgrallari hesablaym.

» 2l b B ? - “>0; » fe fr
. c/X
7- natural adaddir; 4) —----—--— -———-—a >0,b>0;
{{x2+a~)(r +b2)
00 2 1 [o¢] r 00 n
5y f— dx; 6) f—— , n> 2-natural 6daddir; 7) f—*-r-dx,
3* +1 “1+ x" ql+x

n> 2 - natural adaddir.
174.Asagidaki integrallari hesablaym (a ve b misbat adadlardir):

12\

1) r\|>5c -b " jsinax X:2) f smﬁn dx; 3) fosgox

I (x2+Db2)x ox(x / ) on + 1 f\z
4§ "ﬁc052ax—_rcos 26X l—l) rsin ' x X: 6) 55£]3_X n-



10) f dx: 11) finf—x - X +13) fin i dx
avx(™ +1)2 ’ i u Jl'ﬂ‘_Xﬁ’;’ ) g“ """"""""

175. Asagidaki inteqrallari Jordan lemmasmdan istifada edarak
hesablaym:

a) J 100X dx\ b)). xsmx dx- dx.

v) ] -

Jve -2n°+10 Ax2-2x +10 $F2-+4*+20

176. un: 2:2+: analitik funksiyasi vasitasila z0 noqtasinds inikas
/iimani donme bucagmi va garilma amsahni tapm.

N D) 2. 4
177. w Iunksiyusi ii“im Kosi Riman sartinin 6édanmasini yoxlaym.
w limksiyas! vusitusilu nogtosinda inikas zamani dénma

bucugmi va garilma amsalini tapin.

a) w=—; z0=3i; b)w=zInz, z¢9 = 1;
z

v) W= ; z0= 20 ; g) w=<rCOSX, V= -<?rsill Jt, Z0= — »
z- i 3

178. Ruse teoremindan istifads etmakla asagidaki tanliklarin |z <1
dairasinda yerlasan kdklarinin saymi tapm.

1) z°-226+22-8z-2= 0;2) 225-23+3z2-z +8=0;

3) z7-5z*1fz' 2 0.

179. z15 1l 0 Umliyinin |z <1 dairssinds; 1<z <2
halgasinda ik\ u kokii var?

180. z4X 1100 Umliyinin jz|<l dairssinds; I<|z|<3
halgasinda ihvh Kokii \,n?

181. ©gwm |/,| ||| 1'|</| I'l olarsa, onda zn+a(z2+a,z+62=0
tonliyinin 1! | dun uMinkt-iu\n koékd var? (n-natural adaddir).
182. €4 Il o lwullinin |z <1 dairssinds neg¢a koku var?

(n - natural udoddii |
183. AsugiduKi Innl-m,wainH ™M hrlnrini tapm ve onlarm tartibini
muayyan blH |
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Sim 7
1) f(z) = z4- 2z3+5z2-8z2+4;2) /(z) = — -5
z(z - nn)

3) /(z) - (z4+2z3+1)(z2- 2z +2).

184. Asagidaki coxhadlilarin sifirlarimn sayini verilmis ¢oxlugdn
miayyan edin:

1) z5+2z4+2J+322- z+15 sol yarimmistavida; 2) z3- 2z +5
sad yarimm{stavida.

18f5. Asagidaki ¢oxhadlilarin kéklarinin saymi verilmis c¢oxluqda
miayyan edin:

1) 2z4+23- 422+8z+5=0 saf yarimmistavida;

2) 25- 5z2- 4z-10 =0 sol yarimmustavids;

3) z6- 6z5+5z4+5z- 5=0 saf yarimmustavids;

4) z8+527- z4+2=0:a) |z < 1dairssinds; b) 4 <|z|<6

halgasmda; 5) 3z4+ chiz=0 |z|<~ dairasinds;

6) z4-+4z +cosz =0 |zl <1 dairasinda; 7) ez+82z2=0 |z|< —

dairasinda; 8) & - z - 2 sol yarimmustavids;
9) z7+5z4- z2+2=0 1<|z| <2 halgasinda; 10) z3+4z2-5 =0

sol yarimm iistavida.
R
186. Oger \a> olarsa, onda er=az" tonliyinin \z\<R

dairasinda neca kokii var? (n natural udaddir).
187. Asagidaki funksiyalar iiv-im ® 0-in tartibini tapin.

1) z2(e: -1);2) 6sinz' | 6); 3) e'n~-elgz
188. zq ndqtasi /(z) funksiyani Uciin k, (p(z) funksiyasi Gg¢iin ise
I tartibli sifir olarsa, onda asaf’idaki funksiyalar t¢lin hansi tartibli

sifir olar?

1) H{2)(p(2)\2) f(z) + <p@\
<P
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IN®> JI\..»|".nlalvl Tinksiyalar Ggdn biatan sifirlarm tartibini tapm.
D1 ) -1 —3)zsinz;4) (1—ez)(22—4)3;5;2 1-cosz;
Z Moo’ © o/ B

( v')sinz -v 1l-ctgz siniz

(0 — T ) emmemeeen ; 8) IgZ;9) sin’z; 10) > ;
z

I w 12)xo0s3 ; 13) cosz3; 14) (n/2-2)3;

15) (I n/2 -2cosz)2.

190. w inikasl zamani z mistavisinin hansi hissasi sixilir va hansi
hissasi garilir?

) w=2z2-8z-1; b) w=3 -
z

191. w=(2+1i)z inikast zamani JI(1;3) ve 5(5;3) noqtalarini
birlasdiran parcanin obrazini ve dénma bucagmi tapin.

192. Z muistavisinde tapalari 3+ 2/, 7+ 2i vo 5+4r nogtalarinda
olan iicbiicagi W mustavisinda tepaleri 0, -2i wva 1~
néqtwlorindu olan oxsar Uc¢cbucaga ceviran xatti funksiyam tapm.

193. miislovisinda |z-z|<2 dairasini w miistavisinda |vv-2|<4-

dairasitu» ker;imn els xatti gevirmani tapm ki, o birinci dairariin
iifligi dinmcii mi ikinci dairanin Gfiigi diametrins kecirsin.

194. 7+ Ur*. 3, 2<Imz<4 dlzbucaghsmm -4<Rew<0,
-8< Imn n iln/.bucaglismainikasim tapin.

195. w- / I t.fvirmasi zamani z miustavisinds tapaleri 0, 3 va
2i noqtul nl*l 1itl.m dg¢bucagin w miistavisinds inikas olundugu

oblasti tiipm

196. wu- ' 'I' [ |l VWirmasi zamani z mustavisinda tapalari 3,
5+2/ w> "I - h'u|l||>Nlkk) olan dizbucaglmm w miistavisinda
inikas oltunhii'it .>bl *1 11m

197. / 1lmH|lm un Im,|G)sine kegiran va tarpanmoaz 1+ 2/
noqgtasiti.t iririlil in innorni lapin (sgerw = f(z) inikasi dg¢un
f(zQ ., nil I "Hi m oik hizO néqgtasina tarpanmaz noqts
deyilir).
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198. Tutaqg ki, w=- inikasi verilmisdir. Bu inikas zamam

zZ
a)x2+y2=ax cevralar ailasi;
b) y =x +b paralel diz xatlar dastasi hansi xatlara ¢evrilacaklar?
199. w=- inikasli zamani x =0, >0 slalari, y =0,0<x <2 parcasl

z

va x =2,y>0 sdasl ila mahdudlasmis G c¢oxlugunun obrazini
tapin.

200. w=~ inikasli zamani x =0,9<y <1,y =0,0<x <1 parcaiarl va
4

|zl = 1 dairasi ile mahdudlasmis G ¢oxlugunun obrazmi tapm.

201. w=- inikasl zamanl o<argz<-—1<|z<2 dairavi halganin
z 2

hissasi olan G ¢oxlugunun obrazini tapin.

202. z, %022 ZLZ] = 0] néqtalarini Wo=oWl=00,0= 1 !
ndqtalarina inikas etdiran kasr-xatti funksiyam tapm.

203. (1;0),(0;1),(-1;0) nogqtalarini (~1;0),(0;0),(1;0) noqtalarino
inikas etdiran kasr-xatti funksiyani tapm.

204. w= =z - inikasi zamani o<<p<— inikas olundugu oblast

z -1 4
qurun.
205. w= — inikasi zamani |z =1 c¢evrasinin cevrildiyi coxlngu
z
tapm.

206. w=z+2 inikast zamani |[zilkl,Imz>0 yarimgevrasinin
iz+1
cevrildiyi oblasti tapm.

207. w=i— inikasi zamani |z|<l dairasinin c¢evrildiyi oblasli
zZ + i

tapin.

208. w= inikasi zamani Imz>1 yarimmustavisinin obrazini
z

tapin.
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209. inikasi zamani  markazlari (-1;0) va (1,0

Tl
néqU)hMnuk> va raiduslari -Ji olan cevralarin kasisma oblastimn
obrn/int lapin.

5, Ll néqtelerini |,00,2 nogtalarina keciran kasr-xatti
ri-\ir imnin tarpanmaz ndqtssinitapin (sgar w=f(z) inikasI Ggln
/() -z0 sorti 6danirse, onda 1 noqtesine tarpanmaz ndqts
deyilir).

211 w kasr -xatti ¢evirmalarin kémayi ila oblastlarm obrazlarmi
tapin:

a) w:z—+2 inikasi zamani 1<bl<2 halqgasi;

b) w= inikasi zamani |z <l,|z- J<n/2 dairalanin kasismasi.
zZ+i

212. Asagidaki konform inikaslari veran funksiyalari tapm:
a) bl<1 dairasini Imw”~O yarimmdstavisina ela inikas etdirsin Ki,

z 1; /m noqtalari w=1,w =0,w =~1 ndqtalarina kegsin;

b) 1.1 1 duirssini 6zins els inikas etdirsin ki, z=-1,z =1,z =1
noqtolur i w. Ilw=-j(4 +31),w=I ndqtalarina kegsin.

213. 1 || = I' 8§<16 oblastlarmi r<U <I| halgasma konform

inikas M 1L hi liiksiyani qurun.
214, wO) o u( 1) =oc, w(-\) =i sartlarini 6dayan kasr-xatti

inikasi lapal | 1, Rez<0 g¢oxlugunun obrazim qurun.

215. Yusunl wnumumlliNgivinin vahid radiuslu dairays ela inikasmi

qurun K. "o |“I -1,0,1 nogqtalerini dairanin 1,/

noqtalwiinv) K *u an

216. Valinl 1i<Im 11 Lin.m o/iina keciran els ¢evirmani tapin ki, o

Lvisfl in"[i 'l ... 1Ce«(i.I1sIN3 kegirsin.

217. v " mil riHuTM | |z|<2 halgasl hansi oblasta kegir?

218.w iffv4 | m1 ‘il innl ayasi hansi sartlar daxilinds |z|<I
»

dairasim \u nH wunuwn a \y .v irrar?
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219. O<Rez<1, O<Imz<? dizbucaghsmm w=e: inikasi

zarnam naya cevrildiyini muayyan cdin.
220. a) Rez>0, O<Imz<k vyarimzolagint wW<1, Imw>0

yarimdairasina; b) O0<Rez<1, Imz>0 yarimzolagim <1,
Imw> 0 yarimdairasina inikas etdiran ¢evirmani tapiii.

221. a) y =X, y=x+h zolagmm; b) |2=2, jz- 1=1 cevralinin
kasismasinin; v) |7 <2, |[z- 3 <1dairalari atilmis miistavinin yuxari

Imw> 0 yarimmistavisina inikasmi tapin.
222. Logarifmik funksiyanm birgiymatli ganadmm inikasi zamani
a) z0= 1noqtasi w0 =41 ndqtasing;

b) z0=-i noqtasi noqtaesina ke¢masi halmda haqiqi

oxun manfi hissasi boyunca kasiyi olan mistavinin obrazmi tapm.
223. Logarifmik funksiyanm birgiymatli ganadinm inikasi zamani
4] —32 ndqtasi wO=m ndqtesina keg¢masi halmda haqigi oxun

musbat hissasi bovunca kasiyi olan mustavinin obrazmi tapm.

224. w=1Inz inikasi zamam O0<argz<y kvadrantinm hansi

oblasta kecdiyini tapm.

225. Inz funksiyasi O<argz<y, I<]|z|<e dairavi halgasmm

hissasi olan G obiastini hansi oblasta inikas etdirdiyini tapm.

226. o<arg(z-1- *<— oblastmi Rew>0 oblastma inikas etdiran

glvvat funksiyasmi tapm.
227. w=z2 funksiyasi vasitasilo 0<x <1, 0<>"<1 Kkvadratini

inikas etdirin.

228. w=z2 funksiyasi vasitasila = parabolasii  w
mustavisina inikas etdirin.

229. w=-2" funksiyasi vasitasils x+y =1 diz xpuini w
miistavisina inikas etdirin.

MO. o apz <~ kvadrantmi ¥ < 1dairssina konform imkas
2 1
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etdiran ele w funksiyasmi tapm ki, z=1+/,z =0 ndéqtalari uygun
olarag w=0,w=1ndqtalarina kecsin.

231. 0<argz<€ sektorunu Y <1 dairssina birgiymatli konform

inikas etdiran w funksiyasmi tapm.

232. w—z2 funksiyasmm y =0,x2-y2= xy=I,x=0, y2-x2=|
xotlari ile mahdudlasmis oblasti hansi oblasta inikas etdirdiyini
tapin.

233. 1z1=]JR, argz =a polyar sabakanin W:I—fz+iA funksiyasi
21  z)

vasitasi ila cevirmasini tapm.

234. a) |z|<A<l dairssini; b) |z|<I dairssini; Vv) Imz>0

miislovisini Jukovski funksiyasi hansi oblasta inikas etdirir?
235. Jukovski funksiyasi vasitasi ile inikas zamani asagidaki
oblastlann obrazlarim tapm: a) Imz >0, 1<|z <R yarimhalgasinm;

b) £.. argz < bucaginm.
)4 g 4 g

236. w ' vow=1z3 funksiyalari ilainikasda z0 ndqtasindan

¢ixan istigamnlin dénma bucagmi (©) va garilma amsalmi (k)
tapin.

)z [;7) O A 13) z0=1+r4) z0=-3 +4i.

237.  Asaf-ulil.l lunksiyalarla inikasda mustavinin  hansi hissasi
sixthir, hansi hissosi gcnislanir?
1) w=z2;?2) W 1 2z; 3) w=—;4) W=ez;5) w=In(z-1).
V4
238. Agsaftidaki limksiyalarla inikasda mistavinin  hansi hissasi
sixilir, hansi hcnom  }»cniglanir?
1) w=z2;2) ul | 73) W=—;4) w=¢ez;5W=1In(z-1).
z
239. Tapalari o,/ noqi.l brinds olan Ug¢bucag! tepolyri 021+*

néqtalarinda ohini ox™alr iichucaga inikas etdiran tam Xxatti
cevirmani tapin.
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240. i noqtsesini - i nogtesine ceviran va tarpsanmaz 1+ 2i
néqtasina malik tam xatti cevirmani tapm.
241. Asagidaki inikaslarl yerina yetiran tam xatti ¢cevirmalari tapm.
Dyuxari  yarimmaustavinin  6zina inikas etdirsn; 2)yuxari
yarimmadstavini  asa§l  yarimmaustaviya  kegiran; 3)yuxari
yarimmaustavini saj  yarimmiustaviya keciran; 4) sag
yarimmaustavini 6zina kegiran.
242. Asa@idaki inikaslari yerina yetiran tam xatti cevirmalari tapm.
1) 0<x<1 zolagini 6zins inikas etdiron; 2) -2</<1 zolagmi
O0zuna inikas etdiran; 3) y=x va y =x-1 diuz xatleri ils
mahdiidlasmis zoladi 6zins inikas etdiran.
243. w=- funksiyasi l¢lin asagidaki xatlarin:

z
1) x2+y2=ax cevralar ailasinin; 2) x2+y2=by cevralar ailasinin;
3) y =x+b paralel diz xatlar dastssinin; 4) y =kx diz xatlar
dastasinin; 5) verilmis zo*0 ndqtesindan kecan diz xatler

dastasinin; 6) y =x2 parabolasmm obrazlarini tapm.
244. Asagidaki inikaslarin verilmis oblastlari hansi ¢oxluga inikas
etdirdiyini tapm.

1) w=L1Ii inikast x>0,y>0 Kkvadrantim; 2) w=2z- # inikasl
Z+i 2 +iz
A<l,iImz >0 yarimdariasini; 3) w=-"— inikasi 0<<p<—
11 -1 4

2 1 N 1*«
bucagini; 4) w=---—-- inikasi 0<x<1 zolagim; 5) W:----é- inikasi
z z-

0<x<1zolagini; 6) w - inikasi | <bl< 2 halgasini.

245. a)-l,1,I +/ noqtelerini uydun olarag 1) 02r1—; 2) rool
noqtalarina geviran kasr-xatti ¢cevirmani tapin.

b)-1,0c,r ndéqtalarini uygun olarag 1) W +* 2) co.a; 3) 0,00l
noqtalarina ceviran kasr-xatti ¢cevirmani tapin.

246. Asagidaki sartlari 6dayan kasr-xatti cevirmalari tapi.

N1l i ndqtalari tarpanmaz, Onoqtasi ise -1 noqgtasirm kcilfir;
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2)—1 va 2 noqtolari terpanmaz, 5+?’/ noqtesi iss o noqtasins

kecir;

3) i noqtasi ikigat tarpanmaz, 1ndqtasi ise oo ndqtasine kegir;

4) -1,0,1 noéqtalari uygun olaraq 1,j,-1 noqgtalarine kegir.

247. Afjagidaki inikaslari yerina yetiran kasr- xatti cevirmalari
tapi.

lyuxart  yarimmdstavini  6zina inikas  etdiran; 2)yuxari
yannmidstavini asagl yarimmustaviya inikas etdiren; 3) yuxari
yarimmustavini sag yarimmidstaviya inikas etdiran.

248. w=—fz+—j Jukovski funksiyasi vasitssile j2=R, argz =a

polyar sabakanin ¢evirmasini tapm.

249, w=~",. _1 Jukovski funksiyasmm asagidaki c¢oxluqglari

2v z
hansi ¢coxluglara inikas etdirdiyini tapm.
1) |z|</r<1; 2) |z|>A>1; 3) |z|<l; 4) |z|>1; 5) Imz>0; 6)

Imz<0; 7) [zj<1, Imz>0; 8) |zI<1, Imz<0; 9) |2>1 Imz>0:

10) 1<ﬁ|</?, Imz>0; 11) /?<~Hj<l, Imz>0; 12) R‘<\ZI\<R’

f
Imz <(), Kcz >0; 13)7T dr<argz< “+a o<a<n
2 2 \ 2

250. Vcrilmis inikasda verilmis ¢oxluglarin obrazlarini tapm.

Hw i Il ') Rez=1;b) Imz=1;v) D: "ez>"
Imz>1

2) W-e«1 " 11 Rez-Imz=0;

Awe ST T 1
AHw )] L b)) |z-l|<73;v) I1<]|z-1|<73;
W- K) Ini 0;b) Imz=1;v) 0<Rez< 1, q) 0< Imz<yl;
W 3/' ||)| Ib) Xylll OX.
r
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CAVABLAR V8 GOSTBRISLSR

1. 13; 2)1; 3)7; 4)72; 5)1; 6)7; 7)VTT,; 8)1; 2. \)é + KK, keZ;
2)Z+2m<, kez; 3)r+2ak, kez; 4)2dk, keZ ; 5)-5"+29|}'I,

kez', 6)-Z+2ﬂK, kez. 3. 1)z,+z22=3+7/, z +22=-22+7/;

2)z, +22=2-41, z,-z2=-1,81-5,2/; 3)z, +z2=-8-10/,
4-22=21-241; 4)z,+z2=10, z,-22=28,; 5) z,+22=8,

2,-z,=19-4/. 4. 1) 3, £2; 2) 2, 8- 3) V2, a; 4 41,
5)V29, arctgl ; 6) n/29 , |, 7) V29, x 8) n/29,

arctg?—ﬂ; 9) 16, ?lkJ)--"zsgn/?; 10)Va2+62, <«>0 oldugda

arctg —; a<0 vea 6 >0 oldugda arctg- +a ; a<0 va 6<0 oldn
)i} a
E i L.

gda 4qarc/g— s . . z2-2,=-21, — =-/; 2)z2-12z,=4- 21,
a z,

2 =1-2/;3)z2—2z,=1- 02 +(6- niz)l, E1=72; 4)22- z, =2*Jht,

z1

£E1=£1Z26+ W i 5)z2-z, =-2-41, El=11-1101

z, a2+/> a +A z, 29 29
3 47 .

2)2,- 2 =4+3/, —="1=/ 6.1)-1;2) —/;3) —(1+3/);4) «
2 2

5)11-1/; 6)0; 7) -2/; 8)L+11/; 9)0; 1041 **/;
20 4 2 2 SO 50

IV | OVIERE S LI A U )
159 318 25 50 5 5

b)4+i;;v) -1 +/VTO;q)— /;d)i;e)-H +H .8. 1) >)0
5 5 5 5 25
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9. 1) 0; 2 ) - . 10. Rez, =3,Imz,

=-2;

Rez,

=5,Imz2=0;

Rez, 0,1mz3=-3; Rez4=1,Imz4=1 12.1)2fcos—- +isin”-);

2) 2(cos;r +/sin;r); 3)cos0 +/sin0; 4)cos —+ isin'—;
2

v 471 ., 47. = 471 .. 47
)y cos -..isin ,oscos — + 1SInN—

3

7) 2cos”~fcosl”™ +isin
9V 9

My
w

i)z

4)

m I , 4 4 1.
) z=5 cosarctg —+ lsm arctg —J>
v i
\\n .. Mnn-
H)z = cos +Z2Sm - 13.
. 20 20
-J1 sim
1 nlz . 49- . . 4n
~)Z = —memmeeeeee- I=cos — +Isin—
2 2 3 3
1 s . 5 5
4) 1 —cos " +/sin " ©
2 2 3
14.1)- — + 2)1; ~coh.W* |
16 16
7) z=-=J1; 8) z 2' 1, | 1) f

12

3)-e sin3 +ze7cos3. 16. 1) <&,

2)@4:4n/2-4-3|i; 3

521¥=107. 18 11 1 73
2
V2 V2 n2 f-,lﬂ'
2 +l 2 2 2’
R (]_‘lll
4 v8 +1 IN e

cos1l- ie2sm 1;

2

3n
Z =CO0Ss

;8) z=Vjfcost +isin *1;
J [ 6 6

.. 3n
fFism—

1)z =1=cos0 +2z'sin0;

-'m= -(cosO +isin0);

1 '"Hi; 5) -2;

64 64

6n

2)4<? 7 .

0¥ 64,

3)

2)

17. \)e2n |,

ne3= 7.

~) /_

I Vi-

iia



4)1—2(n/3+0» t—z(yiS-i)ii‘JZi', 5) 17z, =

J_rﬂ_f(i-o-- ) ij\{ZZ_ +1-1VV2-0; 7) H2+0; 8 (k=01.2).

9), (k=0,1,2,3,4). 20.1)-1-/; .2) 0, -1, ~+ -y i, 3) “2> 11

4 2, +£/; 5) 2-?; 6)0, 3/, -3/; 7)) bl, 6eA.,
8) %2,(cos — + zsin ), %2 cosbﬂ hzsin 3n)
Voo12 2" 4
cos " 4 35m MV 9) V2 [cos = +7$m -
12 12 N6 16
L cos 2K 4 g5in 21 ol cos 17 4+ zsm 1M
16 16 vV 16 16
Ly 00325}1 lisinzsnx 10)S/2 cos— +zsm-—
16 16 15 15/
. 13n .. 13nN1
5/2(005—1”+zsm£1 Vz'cos 4 +zsm s
\Y 15 15 15
ni2;cos-"- +z'sin-"-1,  V~fcos— +zsin /r); 103 +z, 21,
A 15 15 v 3 3
—/3+2z, —3—z, 2z, V3—=z. 21. d) @' —2x+4-0;
b)yx2- (2+5i)x- 6+4=0. 22. a) * 2+ 20x + 200 = 0;
b)5x2 +14x + 13=0. 23. a) x=1£2z" b) X =4bxi\
D zm e ke @ ke 2R 0128 2
n
24. a)z=1-2z;b) z,=5+2z 22=3+2z;Vv) z, =1, z22=1, z23=-2; Q)



Il -~Li. 25. -1. 26. a) / \ by ass e
2 2 Valr'Tr

W3-, 1-rt43. 27. a) z=6+17z, z=6+81; b) Z=1+]|z,
V) z, =1 -,', z2 = -1 + i 28 . (3,4), (3,5), (4,4)’ (415)

29.  (-2;-2), (-2;2). 30. 1)x2+4=0; 2) x2-2;c+10=0;
t)j2+8x+18=0. 31. 1)g=2 y=3; 2)*=-4%VIi5 y=1

12.1)x =-Je, y =enje; 2)=kn+", y, =&r- N

2=jfor— , y2=xkn+ , keZ. 331l)x=Il, y=-4 va ya
*=.1, y=-4; 2)jc=-2, y=-2 va ya x=-2, Y=2; 34. a)
2ijz|“+ (2r - Dz + (2i+1)z=2z; b) z2-2z22+20+2)z-21-1)z=82.
(Jostaris: x:—z(z +2), y:—zz(z-z), \2\ =,Ix2 + y2 disturlarindan

-4 * 42 2 2 4 4 °2]

butiin néqgtslar ekvator tzarinda yerlasir. Uzunluqg dairasi isa uygun

istifade edin. 35. \9/ _
2

olaraq 0, n, adadleridir. 36. Markazi z =0 ndqtasinda

va raditisn B | T olan cevra. «Canub» polyusa koordinat bas-
2 4

langici, «Simal» polyusa isa -sonsuz uzaglasmis ndqts uygdundur.
37. a) Uzunhig dairssi a olan yarimmeridian; b) En dairssi

P-2arctgr " olnn paralellsr. 38. 1) Eyni paralcl Uzarinds dia-

metral aks ndqgiokn; 2) Baslandic meridiana (basqa sozls, uzunlug
dairssinin isamsiiK) nnzurim farglanan) nazaran qarsiligh simmet-
rik nogtsler; 3) Hkvitor niistavisine nazaran gar\siligh simmetrik
noqtalar. 39. z, 1 41. Haqiqgi oxa paralel olan diametr atra-

fmda sferanm 180" dinmnsi zamani. 42. i)Sarq yarimkiira; 2)Qarb
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yanmkira; 3) —?<a<? -yarimkirasi (a-uzunluqg dairasidir);

4) -;l—<|a|<n- -yarimkdirasi; 5) Canub yarimkirs; 6)Simal yarimkii

ro. 43. 1) v=n duz xotti; 2) Y-I1(y 2_i) parabolasi; 3) y 0
stasi, #>0; 4) . +y2=9 cevrasi; 5) +y2=4 c¢evrasi i

4Y+ vW2 +7=0 diz xattinin kasisms noqtaleri: x=- 7 18

V- T 7v—4v2j.;6) ;()m— ; noqtesi. 44. 1) markazi f-3-;01 ndq
18 i3 | 3 J

tasinda va radiusu - olan ¢cvra; 2) *=% diz xattindan sola ycrin
3 8

son miistavi hissasi; 3) markazi (I;0) néqtasinda va radiusu 10 olail
¢cvranin xarici; 4) M2+ Yy2=25 dairasinin daxili; 5)markazi z
noqtasinda \4) radiusu R olan dairanin daxili; 6) markszi z
néqtosindo va radiusu R olan dairanin xarici; 7) markazi z

nogtasinda va radiusu R olan c¢evra; 8)fokuslari z = £2 noqtalarii

do va boylk varimoxu — olan ellips; 9) x =C diiz xatti va oridail
2

sagda ycrlasan yarimmustavi; 10) y =C diiz xattindan asagida yu
lasan yarimmiustavi; 11) —1<y<0 zoladi; 12) x+y =Hiiz xoll 1
ilo mahdudlasmis W) koordinat baslangicini &ziinds saxlayan yn
nmmdstavi; 13) r, va z, noqtolarindan kec¢an diiz xatt Gzarind.»

ycrlasan va z,-dan fargli néglolor ¢oxlugu; 14) diamctri z, vo .
noqtalarindan kcgan va r2uk)l fargli nog-

tolar coxlugu olan ccvid); 15) |- /:=V2 va

[r+A=42 ccv'rwlwrinin iimumi hissasindan Ao .
barga qalan daxiii hissesi. 45. ) 3), 5), 6); | SR
b) 2), 8), 9). 46. 1) Rez=-1 (v=-1) diiz |, c - -1\
xatti; 2) merkezi -@(2;—d)négtosinds va " "
radiusu R- 2 olan dairanin xarici; 3) Sokil 58.
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Rez>-3 sag yarimmustavi; 4) DC parcasi (sakil 58); 5) AD
qovsii (sakil 58). 47. 1) x=1, -2<y<0 diz xatt pargasi; 2) y x2
parabolasi; 3) y =x2 parabolasininm iki dafe dolanmagla sag tarafi;
[) markazi z =0 ndqtasinda va radiusu a olan ¢cvranin sol yarim-

hissasi; 5) y=— parabolasinin iiclinci kvadranta ycrlasan ganadi;
X

() marksazi z=0 néqtasinds va radiusu 1 olan ¢evranin yuxarl ya-
i'inthissasi; 7) markazi z- 0 ndqgtasinda va radiusu 1olan ¢evranin
birinci  kvadranta yerlasan yarimhissasi; 8) x =a(t —sin/),
v UW{l-cos/) sikloidi; 9) x =at-hs\nt, y =a-bcost siklodinin bi-
linci uzun (a<b), qisa (u>b) va ya (a—b)qodvsii; 48. 1) 1 2)
cosl+isinl; 3) -1; 4) 1 +2/; 5) 2/; 6) U; 7) 1+<?2.49. 1) -12; 2)

[ 1\2 Q
4 F4/. 50. 1)ny=-1 hiperbola; 2)(*+1)2+ y— =— cevrasi;
V' 2) 4
{ 9 Y f 3V
3)—i—"L % 1-hiperbola: 4) e y > i-cllips:
9 9 9 9
4 2

S) \ Iv 1-cevra; 6) [z,;z,] parcasina pcrpendikulyar va onun

oitusmdau  kegan diz xett; 7)1x— j -yr- --hiperbola;
% 2§ 4

K) j ">il parabola. 51.1)a)1+4/; b) 4+9/; 2) a) !2r|+/);

b) l1II n /; 4)-18 +5/4/3. 52. a) -e’\ b)),

\ )« I'- 1 Mil) I/sin(sin1)); q)cose +/sine m

si 1) | I + 2)I'(-1)=-— @-1); 3) -e6*sinz;
{2 2j 2

) tnlvHLL 1 () 1.54.1)w=ex'r cos2xy, v=en 1 sin2xy;
Ywn , ilhi I i uir), v ®'(ycosy +siny);

a/l  *i> 11 I )(ro i\ 2xy(e'y- e>)sin a],
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v=1[(x2-y 2)(e y- ey)(sinx +2xy(e y + e>)cosjt];
4) un=2sin2x(2cos 2x +e~ +e2y) ',

V=8 - e co* 2x+A +«*)m. 55, 1) -0 ;
2c0S2 +e2+e 2

2)5l(e +e_Neos2 +/(e-e_Dsin2]; g4 g4-ign2. ) 40+

e +e -co0s?2 41
56. 1) cos2c/zl -zsin 2sh\ ; 2) zs7*2; 3) sh/— 4) 5-1i51;
2(cos 2+5/2) 17

gyshd —isin2. g0 40+ 91 o7 a4y ko) =x3.y 24y,
\)ch4-c032 ) 41 > : ° (Z) e

im/(z) =2xy+*; 2) Re/(z)=)—(7+—(—y_2—) , Im/(z)- R +2(y22)2

58. 1) In4 +2kin, @A+ Dz, in:2) ~2k +"jin , Y)N2Kk £-C\inm

4) Mnl3 +/2br - arctg mCji, IIn13 +2A +\)n - arctg ;

5In2+/ 2nk +—1; 6) - In2- —i; 7) 1+/ 2nk+—1; 8)z(2afc+a).
I 6] 2 4 \% 2]

5. 1) Z=1+?7; 2) z=3<+w> 60. 1) /(z0)=I;

w w -2
2)/(z0)=j(l +32); 3) y(z0)—5-3*;4) /(Z20)=]|_|,-;61. 1) haqi-

gi oxun obrazi haqigi ox, xayali oxun obrazi iss xayali oxdur;
2)haqiqgi oxun obrazi xayali ox, xayali oxun obrazi ise hagiqi ox-

dur; 3) haqigi oxun obrazi W_;+1' cevrasi, xayali oxun ob-

razi iss 2u-v =2 diz xattidir. 62. 1) z=1 budaglanma ndéqtasi,

2 -i is9 budaglanm ndqtasi deyil. 63. 1) sin2, -n 1'; 2) shl,

| *:3) £, *+1.64. 1) 2V2, A +2; 2)2; 2. 65. 1) yn 2{x’ y2);
2 3 2
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2) -y- Y .66. 1), 2) ancag zo=0 ndqtasinds diferensialla-

X +y

nandir; 3), 4) hec bir noqtada diferensiallanan deyil. 67. 1) Kosi-

Riman sartlari 6danir: u =v =~y ~X— , U =-Vv =--—- N
v ' (*2+ /)2 v f (*2+ /)2
2) ux=2x, vw=-2, uy- vw=0 oldugundan Kosi-Riman sartlari

X =-\ diz  xotti Uzarinds odanir. 68. f'{z) =3z2.

69.1)/'(-1+i)=-6; 2) f'(i)=-2ei; 3) 'y (-1+

e
') =-21+0". 70. 1) v(x,y) =2xy +2y +c, J'(2) =z2+2z +ci',
2) vV(X,y) =2xy - y +c¢, [(z) =22- 2+ci;
3)v(x,y) =2xy-x +5y— . Xm +c, l'(2) z2+(5 i)z-- +ci;
 +y 2
4)v(x,>>) = e'Xycosjy + xsitty) 13nary y'" 1\ 12cos . *Wy I,
/(2)=26+ 2rcosz2+ 21- 12 1 (7. 71. )] M\, v) A-y +C,
I(2)y=@+i)z+cC; u{*,y) )arctg’A-y-Zx +c,
1(2)=2/In2+[2—22 +6l; Nil(nr) 2NTY-——-———+ ¢
2(a ty)
/(z) =2—2+/22+3/ -c . 72. D/I(\,v) 3n'2y +6xy2-2x3-y3,
/ =(1-2i)z3; . L, - T / =£fi;
(z) =(1-2i)z ) oy +I2> (r) g
Avxj)=-«TV , 1i \. [(2)=- +2/z-1-22;
X 1r 2
)M = <¥Ccoky I i'miu )i\ ril, 1(2)- zez+(1+2)z+1;
J

5) v = 2jcy I '(m I{.-) (O --)z2; 6)v = 2ysin(y In2) —z,
m =2 1l /1,1, -4 N —r, [(z)= " "

(x+1)2+y?2 " 2+1
8)v(x,w) = 1r. /(*) 2+R3. 73. Kosi-Riman sartlari
ixtiyari nogluht «wionii: 1)y 7/ =3e2r@a+ 22); 2)/'(2) =-sin(z + 2z2).
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74. Kosi-Riman sartleri ixtiyari néqteads o6danir: 1) /'(2)=~— +¢C\
7~

2) f{z) =z-e,:+c\ 3) f(z) =iz+- +c; 4) f(z) =iz-e1:+c\

5) f(z)=z+--+C®6) /(z) = zsinz +c¢c .75, 1)xt<? *(nSin X+ J'COSA") + C;

/
2) | JH+-—v —|+c; 3) £ y—-L—\+c; 4) +|A+-- ¥ ~Uc

{ X '+ oy ) { X -+y-13 v A+ y )

76. 1)c =1/?=-a; f(z) =(@- cn)z; 2) a=6=-1; /(z) =¢e':.77. Fun-

ksiya 0O<argz <I' Ir< argz<2 oldugda analitikdir (/'(z) =z’)
ve —<argz < "N <argz <”- olduqda analitikdir (/(z) =-z2)
78. l)var; 2) var; 3)yoxdur. 79. 1) /(z) =elezV ; 2) f(z) =eiae i
3) f(z) =Ae24)/(z) = ixtiyari haqiqgi, J1-isa ixtiynn

misbcU  sabitdir). 80. 1)--1;2)—2+Tn); 3)—(3 11 /).
e e
. . 1 T 1
4)(L -cosl -sinl) +/(cosl -sinl); 5)?|n2H—4/; 6)1+2—
7) -9/. 81L. 1) 1+0,5/; 2) 2m\ 3) 2(/-1); 4) 5) 0; 6).»/

7)a)anr; b) 0; v) KOn?; 8) a) /; b) 0,5(—+/); v)-*=-In(3 1.4" 11

9a) 0; b) -16n-; v) w; 10) -w; 11) 05+/; 12)0; nwn'//
i)yfib) - T 83, a) 2m; b) y/. 84.a) -2nr; b) O;v) n
3 3

/24 106 s/ ) —C) 2n/. 85. 1a)va b) halinda
i 5 25 iy 2 th>

2n<?"2 2m(\ +1i) . 2m . 2 .

U b)) — (4 + 30 V) ©oa) g



4 . >X
3) 4) 0; 5)-i(e’+1); 6)a) 2+;; b}—. 7) a) 0; b)ar-<I.
H6.a)/, =--(1 +/), [, =1+/; by [,=--(1 +0, [,="(1+().

K7.2)0; b)0; v)0; q)0. 88. 1) /,=2 +/, [, =1+~; 2) =y,

I.  --;3)/, =inR1, /, =-1r512.89. 1) Ne )--]; 2) 2; 3) 2i;
2 vV 2y
VW
1 90. +. 91. —.92. 1) no —\ oldugda — [(-1)"4 - 1],
3 n+1
1 loldugda T ;2) va 3)// -1 oldugda 0, /2=-! oldugqda 2T.

‘M. ©gv> C konturu 0 noqtasini 6z daxilina alirsa,1 vs -1 ndéqtals-
i isa almirsa, onda inteqral —2/'-dir; agar C konturu 1 va ya -1
luk|K>U)rindan ancaq birini 6z daxilins alirsa ve 0 néqtasini isa al-
lnirsa, onda inteqgral ar-dir. Demali, inteqral asadidaki bes mixtalif

1liyiTU)tu)n alabilor: - 2m:-m:0;m\2m . 94. 1)

| 3
2.
=)
QD

»).m"(l " fx/2). 95. 11; 2) 3) 96.1)a) [/, =-i(l +1/),

I 111 by /|= Y +/), [2=1(1+/); 2)-i(e'r+\); 3) 1/; 4)0.

7 1) (i /m 98. 1)mitlaq yigihir; 2)mitlsq yigihr; 3)dagihir;
Ieoajtaln | m \kn oldugda yigilir, cp-2kx oldugda 1ss dagilr;

1*)s 1 11n PlLitellir; 8) dagilir; 9)miatlag yigihr; 99. Idagilir;
"l 1 ln<)dagilir; 4) sarti yigihir; 5)dagihir; 6) mutlag yi1gi-

Kill -t .v)2:;9) 1. 101. DA =e; 2) «=_ ; 3) «=I
e 2 3
Yot Hum tlaimsi; 4) R =J3 va |z|< V3 yi§iima dairasi;

i < | 1, ) /2; 8 R=0; 9) R=1 10) R=1
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a <\
/< 1; 12) it 13)a = | Z.-1<
4 e

i e 7T
15) R /3; |r|<nf3.16) R=V2;17) N=1;18) A=V2:19) 9=0.
102. 1) A=o0, bitin mdastavi; 2) /?7=0, z=0 noqtssi; 3) R=J2,
|z N n2.4) jz+3<1; 5) |zj<1; 6)|z +1+10<1; 7)|zj<l; 8) Rez <-1
yarimmustavisi; 9) haqiqi ox; 10) z=0,xl,+2,... néqtalarindan bas-
ga bitin mastavi; 1l)i<|z|<i; 12) |z|>1; 13) |z|<Il. 14) |z|>1;
15) |z71 <1; 16) |7 =1 ¢evrasindan basga bitlin miistavi. 17)|z + 2\ <1;
18) |z|<"3; 19)|lz—4|<3; 20) |z|<l; 21) ze£ kompleks adadlar
coxlugu; 22)|z+z|<n/2; 23) |z-z|>3; 24) Rez+Imz<O0;
25)|z + zj> |; 26)|z+3>2; 27) zgE; 28) Rez<-In2;
5_i

29)2<|z+1j<3; 30) —<jz+J<- ;31) z+1-4<2; 32) o

33) If_“f_é 34)z =-Z noqgtosindun basga biitin  mdstavi;

35)2<|zj<3; 36)|z- Z<|z+1j. 103. 1) R ¢\ 2) R=V, 3) R=1

1 n* 1

1 I ) R=— z-1/

M N ) ? 1 1
8)/?=n/3; bl<n/3. 9) Rm\J2; 10) R ft=n/2; 12) R =0.

»04. 1) A; 2) y; 3) 00;4)0; 5 N4;® |/@  oldugda , 1z0]>1

oldigda iss — . 105. \) R emin(r,,/s); 2) R :rr2; 3) A4> —.

K| r
10> 1) butin néqtalardo duf’ilir; 2) z 1 lujgtusmdan basga har
ycido yigihir (matlaq yox); 3) miillog y1gihr; 4) z I nOqtasindan
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2km
basga har yerda yi1gilir (mitleq yox); 5) z=ep (k-0,1,-1)

1-4- % /n

noqgtasindan basga har yerda yigilir (matleq yox); 6) z=— —

va z =-1 noqtesindan basqa har yerda yigilir (mutlaq yox);
non () 22/!-"
7)mitlag yigihr. 107. 1) A=0°2) £
»=0(2n)1 «0 (21 +1)!
@ 22«—122/2 ) § X@I 32%‘4.22/1
3) S(-1) , tf=00;4)-+Y - — , 4 =o0;
=) (2/t)! 2 N (2«)!
facs - -
. burada -, &s_a(a-l)..{a-n +2
vO; KA, m

) 1+/ 143..(2// - 3) Tz
«=12,.. A=Y ;6 - * o
)1 rER) 2-4.27 |

» [7r” .

;8) i) 'y A T r(~3/rr,
ICO .«+1 0£ IIII
2+
n=1 9 £(-)*(,-i)**, R . M» 1Y r"— . R=1,
he2 1027 +1
11)1n2-jr |I- , A I0S. 1) f ;. 2)-In(l-2);
P\ 2"In (- 2)2
linlti; 4) z2<2; 6) N \2\<I;
2 1- z 1- 2
7)—2L_.;8) .0 109. 1)|z- d<i ; 2) z =i nbqts-
3-2) a ) ( nd 1 13
sindan  basga  kompb-Iv. miistevinin  butin  ndqtalari.

111./(z) =/+5(z-1) WO/ /) 0 23+5z(z-z)4+(z-i)5.

112. a)lnz=£(-D)"I1- " . 1 11; b Z|< na;
) /7:1( ) . | ) 40 1) lz|<a
oc " ~M2li+l non
V)V — 2242, fd<w.in. ;))V (-DH*EE., R
ti(2n+]y. n vm
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b))V [(2-3/r-(2 +3/)*]"r.A =Vi3; v)jr(_1)"(,,-1)2», R=1
vVl

/)+
114.2) e Y (-2 B WY,y 27 R=1
«-1 n N o2w + 1
V0 TaX €l ) L ——— . H= oo. 115. a)1+2y ( ir'inri
h (2n+ D'(2n+1J) £f 3"+1

b)ly .<Zzil" ....p=2; V)1 +Y (-)»("~sXz~1>f, r =2 .
4S 2"4<*(- 4 f; 2'*2

U6.a)in2+|[](-"-,fclil"_, A=2.
A2

4
/ « \
117. a)iy l— b +— /1 \ \2\<J2
2SU I-/r" @+
b> + oM+l H<i;v)£££/1}£-' |zj<2;
OV y 4

Q)N (-DV H2Z¥, <1, 118. /(z) =- fy .
0 1

119. /(z) =- 1V i- +J2- +24+8(z-2)+(z- 2)!.
(z-2) z-2

12°- »>/(*) 4 t 4 « - XC ;b)l(z) i .«<0

LNIES 1" o w y N=-«5

oldugda an=1, n >0 oldugda # ~ J/ ;

V)/(z) =-S [ 1+ (3«-7)4" Y: *21- 0 Dr=|] — - fezilL
)/(z) 9":5 (3«-7) |/1]:1 fe
V( y*.1
jz -4c 1; 2) hi,d-r. vV " ' - z]*i;
i M
A _oQ\-hu AK _ 2/11
sl r sinz m) (- (Z 2) 1C.0S 2 > (=12 2--
S (2n)! (2«-1)!
4), V1((zz ~, A=00; 5In(l+2)=1n3+Y ti —(z- 2)",
ITA n! S n-bn
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-2|<3 122, 1)
22-2z-3 S i < 1I' s-
2. Ptr g 5):(*- O
z -2z-377 2 i )j(_ f-
123.1)1+2J3;(-1TF~~1, R=3;
A JFO 3
2)7S ™ r-kz-i)l,+(z-i)toL R=2"
rn
n(m 3)(z 1) R-=2" 4)~ 3
3)4+l|:0( 4 2" 2 e
V((y
- e (2-1)" Y sin(l+m /2
A=ty o5 > 1) DT g g% SN ) (2-1)7
= =0
3 T 96
V +5z72"- -
2 6 4
4) 14z +28H2 25 % . >1 5) 74 22, _2__Z_§(__9_?§_
6 8 21 3 51
125 )JL == . U<l
1-z .
Oz X
3) ch3z- Y =00
h () it
( IVr+1n2n|
5) sm2z=X Y ° L - ) — =1V z|< | =s;
1 (211)! | -az 7o N
7>1[I IZiJH <M =* 1« > v -:”_20>+|)z”,H<|;
22:1 CQH_TV _1
9)+izl 5Y
z+2 2"4 2

z-i- 2
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10) 262 it? =|-42 +9X (~1)V ,bl<2;
s+ 9 2 4 . >nt1

2 in 1 1
11) - +m R »\2\ < V2
22-2z+27 2~ (1-0 0+0
n.|\/\
12) z+1 = £ (UJ+5+('D z") z <1;
(z_D(z+2 9~
13) = lz|[<2; 14) L_=£ ( _ ') . W<1.
4+ Z2 £ 4" z = 17=0
infzy 2"
126. 1) |z|<2 oldugda — ol duqda s
2 ,70vV2y =]
I on* o« fu+ -1 7V NN
2)H<H oldugda 2\ >\a oldugda
* 1"
LATW+=-1YaY . o 171<I oldugda - +2z" ; 0<|z-1]<I
mO K-1 J\z) «0
oldugda — +Y (H"(z—)"; |z>1oldugda -j"-y
z -1 ,,=0 n-2
1 OmA_ nh
4) \z2\<\a\ olduqda X 774 z2"» 0<|z-a|<|& -a| oldu-
b-a”o b"+a'H
1 N (z-a)"
da z| >\a olduqda
a a-b z-a Top- M
1 ( ;N . an\
b “ddo- -i— 'H<N<H oldudda n:ovg'n*'l ZFH'1J
5)0<|z- 2 <>/5 oldugda
+E<-IC ~ W 2 (r-2)=*,
2-2 S ! 5
X z,
1<z <2 oldugda 2]I (-1)" --- A"Z M 5
«=0
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®» O I N nNoldugda

L (+3)i(z-i)*
4( 1) 4a(2 -1y 3 2«+4

lollimlda E H T ~ ;

| «| oldugda + z-Ua+b) +Y ~f

h=1 2
I 1 Yi Iy n
nh=(1)" 2 bn+12 /ITV+.. .+
Uu"lA*
« n » T ()]
l:l>1 oldugda £ (-1)" ; 8) £-=*«+]Tc,,z", burada
»0
] n Y il
(-1VYi ‘o 2
42
vw+m,v,.
o @ '+f£ =
1 1
9) ()<|z|<oo oldugda —+z+ 22+ \90 ------------- ;100 0- L || oo
2 An +2\)z"
00 1 1 O
oldugda ~(-1)”- - |z|>1 oldugda 1--+][/." ", bura-
n=0 n\ Zz no2
da c = «=123,..; 11) 0<|z—2| « fo olduqgda

1+yl 0
T
(—af "2 i L (=94 cosl

c°sl+y s o 12) 0-1p L<oo
. @c-DY(z- 2)&2 (2K)\(z - 2)
oldugda
(z-1) + 2+£<9 (-1)*~"Tl/(2fc -D1+1/(2fc + D] 20 1/
A1 (z-1)2*'1 + 2k 1D)!(z-1)2*
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13) I Xz +)LX ,Z "7 burada c. =G» :1>’£I(\’{nl+l’<)<\’ «=0.1,20...;

H=0

14) Z c2z227+ X N2z-2 burada

n=0

@ 6= (=D L (56 4 1120 + 22.41)!

sin 1+ AT
15) o <|z- 1<co oldugda - Jr z| >1 olduqda
Fro n\(z-\y
cosl sinl-2cosl 6sinl-5c¢cosl
-sinl h I + 7 + .. 127. 1) bali;
Z 21z 3z

2)bali; 3) xeyr, z =1 noqtesi izola edilmis maxsusi noéqta deyil;
4)xeyr; 5) xeyr; 6) xeyr; 7) xeyr; 8) xeyr, z =0 nodqtasini daxilina
alan istanilan halgada funksiya kasilmaz deyil; 9) xeyr; 10) bali;
11) agar, a - tam adaddirss, bali, galan hallarda xeyr. 128. I)xeyr;
2) bali, har iki budagm ayrihisi var; 3) xeyr; 4) bali, har ii¢c budagm
ayrilisi var; 5) xeyr; 6) iki budagm (dérd budaqdan) ayrilisi var;
7)xeyr; 8) xeyr; 9) xeyr; 10) bali, har bir alti budagin ayrihsi var;

HY
3n

11) xeyr. 129. D a)y1+J] 1 z\ z<1;

b) <N<3; V) 1+ X((-i)"3"-1)4r,

4>3: 2)a)r 3L

n=1

(z+1)", 2+ 1]<2;



130-E Y - @+ )" from Q—%[)Z 0<ip- It
B Z0T N1 G BHE<t 3 fv,

|z|]<3. 132. 1) a)"rt(z-/)"4, |z-zj<l; b)z~2, |z|>0;

n=1

2)a) — —+ i< Lib) £ (/e +n ) (220N fz-il<l;
Z z /1=0 /r=0 Vv 2 )

V) m W>!i Y T+ R(-D" (> +2) (2 + )
11=2 2 Z “bi w=g

0<l|z+/j<1 133. a) z =« noqtaleri funksiyanm sada sifirlaridir;

by 2 =1 noqtasi dordinci tartib sifirdir; vyz =1 ndqtesi birinci tar-
tib polyusdur; q) z =5 aradan galdirila bilan maxsusi noqtadir.
134. a) z=0 ki tartibli polyusdur, z kn ndqtolori funksiyanm 3
tortibli polyuslaridir; b) z 2 ndqtssi birinci tartib polyus, z =1
ikitartibli polyusdur; v) : 1 noqtasi sads polyusdur, z =2 ndéqta-
si Ug tartibli polyusdur. 135. a) z =1 ¢ tartibli polyusdur, z =0 va
z =-1 bir tartibli polyuslardir; b) z =kn ndqtslari funksiyanm sada

J2
polyuslardir; v)z=i—2 (/-1) noqteleri ¢ tortibli polyuslardir;

)z =21 noqtasi vacib maxsusi ndqtadir; d)z=-i ndqtssi vacib
maxsusi noqtadir. 136. a)z =1 ndqtasi vacib maxsusi néqgtadir,
z =2km noqtalari bir tertibli polyuslardir, z = ndqtssi aradan

galdirila bilan maxsusi noqtadir; b) z=-1, z = ~2(. + 1'v3) bir tartib-

li polyuslardir, z=1 iki tertibli polyusdur, z =0 no6qtasi vacib
maxsusi néqtadir; v) z- . noqtasi bir tartibli polyusdur, z = oo
noqtasi vacib maxsusi noqtadir; q) xi ndqteleri sada polyus, #1
noqtalari iki tartibli polyuslardir, z =@ ndqtesi vacib maxsusi nég-
tedir. 137. a)diizgln noqts; b) dii/gun ndqts; v) 5 tartibli polyus;
g)sada polyns; d) 3 tertibli polyus; e) vacib moxsusi noqgts.

138.a)z = 1, - *(@z/Vv3) bir tortibli polyuslardir (sada poliyus),
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z=00 U¢ tartibli sifirdir; b) z =0 noqtasi lg¢ tartibli polyus, z=wm
ndqtasi vacib maxsusi nogtadir, v)z =-1 ndoqtasi vacib maxsusi
noqta, z-= .0 Ug tartibli sifirdir; q)z =0 sads polyus, £2i ndqtalon
iki tartibli polyus, z = 0 ndqtasi vacib maxsusi néqtadir. 139.a)+ 1,
i bir tortibli polyuslardir, z =00 dizgiin néqtadir; b)z =0 vacib
maxsusi noéqtadir, z = sads sifirdir; v) z=0 vacib maxsusi néq
tadir, z—eoc dizgln noqtadir. 140. 1) Uc tartibli sifir; 2)dord tartibli

sifir; 3)alti tartibli sifir; 141. 1) z, =1, z23=-\xi ndoqtalsri sadu
polyusdur, z =co vacib maxsusi néqtadir; 2) zk = (-7 + 2kn)i
sada polyus noqtalaridir; 3) z =i noqtalari sads polyusdur,z =0
vaz = -1 vacib maxsusi noqtslardir; 4) zk=2km,k = £1,... sads
polyus noqtslaridir, z = 0 vaeib maxsusi noqtadir; 142. a) 0 va 1

Jo
bir tartibli polyuslardir, z=0m dizglin noéqtadir; b) z="-(1£0»

z:—le (-T£])-sada polyuslardir, . = diizgin néqtadir; v) z=I

noqtasi U¢ tartibli polyusdur, z- oo ndqtosi 2 tartibli polyusdur;
q)i' =ac vacib moxsusi néqtadir; d) q) z 0 vacib maxsusi ndqta-
dir, : =. dilizgiin ndqtodir; c) 0,75 ndqtasi sads polyusdur,
z = vacib maxsusi uk|lt)dir. 143. 1 1 bir tartibli polyuslardir, i
iki tartibli polyuslardil. 144. a)an ti bir tertibli polyuslardir;
b)z =0 vacib maxsusi négliulir. 145. 1) z ~0 bir tartibli polyusdur,
z = +2i - iki tartibli polyuslardi, * oo diizglin néqtadir (5 tartibli
sifir); 2)z=+i-sads polynsliiildi, ¢ o vacib maxsusi noqtadir;
3)z Zoo Vacib maxsusi nry krr, 4)z =0 vacib maxsusi noqtadir,
z = bir tartibli polynsdin. ). 1 vacib maxsusi noqtadir, z=wm
duzgiin noqgtadir; 6) z 0 wvucib moxsusi noéqtadir, z=0 vacib
maxsusi néqtadir. 7) z 0 il lortibli polyusdur, z =0 vacib max-
susi ndqgtadir; 8) 2 =1 vacib muxsusi néqtadir, z =0 dizgin ndg-
tadir (1 tertibli sifirdir); () ¢ ( vacib maxsusi néqtadir, z =0
diizgun néqtadir(l tertibli silirdin); 10)z =0 vacib maxsusi noqta-
dir, z=w vacib maxsusi noqludif; 11) z =0,z = £1 -birtartibli po-

lyuslardir,  z = oo~dlzgiin  noqtadir (3  tartibli  sifirdir);
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12) z = ~~Jy~ "birtartibli polyuslardir, z = co-diizgiin nég-

lodir; 13) z = 1-ikitartibli polyusdur, z = qo- u¢ tartibli polyusdur;
14) z = 0 -birtartibli polyusdur, =z = +2 -iki tartibli polyuslardir,
z=oo0-duzgin ndqtaedir(5 tartibli sifirdir); 15) z = %/ -birtartibli
polyuslardir, z = 00-vacib maxsusi ndqtadir; 16) z = oo-vacib
maxsusi ndéqtadir; 17) z = oo~vacib maxsusi ndqgtadir;
\ti)z = 2km, (k = x1,£2,...)-birtartibli polyuslardir, z = oo-polyus-
lar G¢in limit néqtasidir; 19) z = 0-iki tartibli polyusdur,z = 2km,
(fle=«%1,£2,...)-birtartibli polyuslardir, z = oo polyuslar dg¢un limit
noqtasidir; 20) z = (2k +\)m, (k = 0,x1,£2,...)-bir tartibli polyus-
lardir, z = co- polyuslar Gg¢un limit néqtosidir; 21) z :0 -ii¢ tartibli
polyusdur, z =2kn £/In(2 + n/3), («x 0::1 1,i:2,.,.)-birtartibli po-
lyuslardir, z = oo-polyuslar uGg¢un limit 1uu|U»sidir; 22) z =km ,
(k = 0,£1,x2,...)-birtartibli polyuslardir, ] polyuslar ticun li-
mit néqtasidir; 23) z = 0-vaeib moxsnsi néqlodir, z s -dlzgin
néqtadir; 24) z = 0-vacib moxsiisi wwWuUilir, Z oo-bir tartibli
polyusdur; 25) z = 1- vacib ihoxmim n(W|lo<lir, Z wmo mizgln ndqg-
tadir; 26) z = 0-vacib moxsusi n<w|Ukai, oo- vacib maxsusi
ndqtadir; 27) z 1 wvncib mMoXslisi noqtadir, Z=2km,
(k = 0,x1,x2,...)-birtor(ibli poK ii-Imi«lit, oo - polyuslar uc¢in li-
mit ndqtasidir; 28) : ki (k O.1 1,12,,..)-birtartibli polyuslardir,

z = oo-polyuslar ailn 1 Ine|i...kln; 29) z=0-iki tartibli po-
u
lyusdur, z - 00 val tb m> .n.a néqtadir; 30) z = (2£ +1)—,
(k =0,21,#2,. ) hu t.xtiMi [iulvii* lai4iir, z = oo - polyuslar Gg¢in li-
mit ndéqtosidii. w) 1) |, (k =0,21,£2,...)-iki tartibli po-

lyuslardii, m i<l 1 lu litun limit ndqtssidir; 32)) z=0-0¢
tortibli polyusilin /ml. (k 11,£2,..)-birtartibli polyuslardir,

z = 00- polyii'lar in,im hmil ndqlosidir; 33) z = k1T, (K =%1,%2,...)-
birtartibli pctlyti'.Inie - polyuslar dgun limit noqgtssidir;
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34)z =kn, (k =0,xl,+£2,...)-birtartibli polyuslardir, z = 0o0-polyus-
lar Gg¢ln limit noqtasidir; 35) agar a* TIT+1, m —0,£1,+2,...,

onda z=2kir+a va z=( 2 k -a, (k=0,xl,+2,...)-sada po-

71 . 7
lyuslardir, ager a- mn +—, onda m - ciit oldugda z =2kn +—

ve m- tek oldugda z=(2k +1)1 +=  ikitertibli polyuslardir,

Zz =co-polyuslar Ggiin limit noqtssidir; 36) agar a® TK,
m=0,£1,+2,..., onda z=(2k+\)a ta, (/c =0,x1,£2,...)-bir tertibli
polyuslardir, agar a =mn, onda m - ciit olduqda z = (2k +1)a vo
m -tok oldugda z =2kn ikitartibli polyuslardir, z =co-polyuslar
dcin limit noqtesidir; 37) z=I-vacib maxsusi ndqtadir,
z = 00-dlzgun noqtadir(bir tartibli sifirdir); 38) z=2-iki tartibli
polyusdur, z- 2-vacib maxsusi néqtadir, z =00- Ug¢ tartibli po-
lyusdur; 39) z—— , (k =%1,£2,..)-bir tartibli polyuslardir,
KT
z ~ 0- polyuslar lcln limit néqgtasidir, z = co-bir tartibli polyus

dur; 40) z=— , (k = £1.£2,...)-bir tartibli polyuslardir, z=0 - po
KT

lyuslar Ggiin  limit noqtssidir, z = o0o0--bir tartibli polyusdur,
41) z = 0 - vacib maxsusi noqgtadir, z = oo-diizgin noqtadir(bir Wi
tibli sifirdir); 42) z=0-vacib maxsusi ndqtadir, z=o00- vai’ib
maxsusi néqtadir; 43) z=— , (k = +l,£2,...)-vacib maxsusi ndqto
Kn
lardir, z = 0- vacib maxsus néqtalar tgcilin limit ndqtasidir, z =<>
2
vacib maxsusi noqtadir; 44) z = ---—-——-—- , (k =0,x1,£2,...)-vanl>
(2k + 1);r
maxsusi néqtslardir, z = 0 - vacib maxsus néqtalar tclin liniil 1mg
(osidir, z =co- duzgun noqgtadir; 45) z=— , (k =x1,£2,. ) vaub
KN
miixsnsi néqtalardir, z =0 - vacib maxsus noqtalar dciin linmi nn.|
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2
2k+ 1)1’
(A=0,t1,£2,...)-vacib maxsusi noqtslardir, z =0-vacib maxsus
noqtoler Gc¢ln limit noqtasidir, z=o00- dizgln no6qtsciir.

146.a) 2.8 , 53 z =3 noqtasi bir tartibli polyusdur, z--2 noqtasi

tesidir, z - co- vaclb maxsusi noéqtadir; 46) z=

iki tortibIl polyusdur; b)) 674 , Z- 0 noqtasi U¢ tertibli polyusdur;

v) 1, z=y noqtssi birinci tartib polyusdur; q) 1; d) 4, z=I

vucib mexsusi noqtadir. 147. a) o, 1, z =0 ndqtssi iki tartibli po-
lyusdur, z - 1 n6qtasi sads polyusdur; b) (sin3 +1c0s3)5
9 54

f -
CxXp J_,/(_ +3 . z- 0 noqgtesi iki tartibli polyusdur, z=s3r
4 'V v2 jj
nogtasi sads polyusdur; v) (-1)*, k=%1,+2,...; q)- PYR z =2 vacib

« 1
moxsusi néqtadir; d) 1+V - , Z- 0 vacib maxsusi noqtadir.
nl(«+ 1)

148. a)z =0 noqgtesi  iki tartibli polyusdur, red (0) =0;

b) M@0 =1, res/(xl) =-2i; v)t4—; q)ec-e/? d)i, -1.
e

I )<V (0) =1, resf{£\) =--j; b) (—2) = 2sin 2,
I/ (em ) sin 2; v) resf(kn) =0i k =0,£1,+2,...; q) resf(kn) =-1,
n otil' d) resf(2) =0, res/(CO) =0; e) resf(0)=0,
=@ v i) resf(-\) =-cosl, resf(co) = -cosl; 2)
Shnlla, 1 1 ""'kb’b0gx2...
) I- I I D*2/(V, £=0,1.2,...; k) z=0, z=1 noqtalari bir
m» IM <yiill'lipolyusdur, resf(0)=1, r£s/(l) =0, resf(co) =-1.
hii'H'f  *ex! | »i;0)2ar;e) 2w;j) — . 151.a)—;

3— 4
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b)~— v) 0. 152. a)- —;b)-2m\ v) - ; -
)4 ) ) > ) ) - a) .

e) 2m 1+Y b +153. a)0; b)2m;v) —sin—q) - 2m.
“om(r+1)1) 36 4

154. a)2m; b) - 2m ;v)~2|%|" 1 q) 2mU— ;r—jl; d)3 V—(n/3- ).
155. 1)1;-1; 2) 0;0; 3)0;0; 4)0; 0.

156. \)res[f(z)]\A =res[f{z)]|z=0=0;

2) n?s[/(z)]|z0=res[/(z)]]-¥D=0;

3) res[f(z2)\ , =res[f(2)]\2=0=0; 4)res[f(z)]\28 = .

rej[/(z)]|eB=-~; 5) M /(2z)]z=o = 3,res[/(z)]|A=-3,

res[f{z)\z=,=0; 6)r " [/(z)]|=, =", " [I(2)]|=2="-1i,

~(z)]1207=0;
7) n?s[/(z)]|z20=1, ms[/(2)]|z#D=-1; 8) r*[/(z)]|Z=, =1,
res[f(z)]|l=0- -1;

9 ~“U()A=-"y-, r(2)]I=: = rr (D)0 = -4.
157. 1) z = 0 noqtasi iki tartibli polyusdur, res[f(z)]|z0 = 2,

z = oo aradan qaldirila bilan maxsusi noqtadir, res[f{z)]|z=0=-2;
2) z =0 noqtasi iki tartibli polyusdur, res[f(z)]|z20=3, z=00
vacib maxsusi néqtadir, res[f(z)]|z0=-3;

3) z =-1 noqtasi bir tartibli polyusdur, res[f(z)]jz=, =2, z=m
bir tartibli polytusdur, res[f(z)]lF®=-2; 4) z =0 no6qtasi bir tar-
tibli polyusdur, res[f(z)]\z=0=1, z=-1 noqtesi bir tartibli po-
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lyusdur, res[f(z)]|z=, =2, z- oo aradan galdirila bilan maxsusi
noqtadir, res[f{z)\|MD=-3;

5) z = 0 ndqtasi iki tartibli polyusdur, res[f(z)]|20=0, z=-n
aradan galdirila bilan maxsusi néqtadir, res[f(z)]\=n=0, z=co
vacib maxsusi néqgtadir, res[f(z)\|20=0;

6) z = 0 aradan galdirila bilan maxsusi néqtadir, z - - n ndéqtasi iki
tortibli polyusdur, z = co vacib maxsusi néqtadir,

res[f(zj\|r,0=res[f(z)\:_,,=res[f(z)\2,, =0,

7) z =0 noqtasi bir tertibli polyusdur, z =-n ndéqtasi bir tartibli

polyusdur, z = co vacib maxsusi néqtadir, res[f(z)]jTm0=-"-,
71

res[f{z))\z_ K=— res[f(z)\|FMD=0;
n

158. \)res[f{z)\tm =2~i, res[/(z)]1%, = _/I\l_’

res[f(z%, =12 ;2) m'[/(2)]l, , res[/(2)1l»» =0,
«s[l(z)]|A=-"y-; 3)res[/(2)]1,,0 1, A[/(r)]Ir,, =-1;
Dres[/(2)]|Irf( = ras[/(2)]].,_4 = ~cli™res[/(2)]j2,, =-1,
«W[/(2)]],.0=1- ~cAi ;5 msf/'(2)]|2, =-1- 7,
2 4 0]
res[f(z)]|z20=1+1 ;6) "[/(z)]|27=-5, res[f(z)}\Im" =6¢,
0

«»[/(2)]].,» =5- 6e;7) ras[/(z)]|.0=res[f{z) } =0;

s)rti()u = -,
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159. 1) res[f(z))J, L= ,res[/(z)]].0=1, res[f(z)]|r,,, =0;

2) res[f(z) } creil/(2)11,.., =~ , ras[/(z)]],,., =0;

res[f(z)ll=t = -j, res[f(z)]jF0=0; 5) res[/(z)]|z0=0,
~s[(z)]1A =1, res[/(z)]|ze) =-1;6) res[/(z)]lz=, =2sin2,
NI (z)]|=#D=-2sin2;7) res[/(2)]|z=0=i ,
~Ni[l(z)]]ze3f = -~ (sin3-/cos3),

res[/(z)]|=3=— (sin3+/cos3), r*[/(z)]|=w (sin3-3);

8) res[f{z)} ,.. =-1, k=0,x1,+2,.;9) res[/(z)]|ZA - (-1)",

£=0,£1,£2,...; 10) res[f(2)]\e=kK =0, k = 0+1,+2,...;
11) r6tf[/(z)]]z=r =-1, A=0+1,£2,..;
12) res[/(2)]|z=2 - T1?[/(r)]|20=0;

13) res[/(2)]|z2 = -ms[/(z)]|z#0=~ S
14) ms[/(z)j|z0- -res[f(z)]|ze>= +
I1S) res[/(z)]|z-0 = res[f{z)]|#D=0;

10 " *v[/(2)]|=] = -res[f(z)]|20=-cosl;
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1217 00 a2n +!

i7)"[/(z)]I=3=-"[/(z)]|"x=-sin2 Ao 1)1(Z5)! +|14;(2n)!(2ﬂ o

18) res[/(z)],e0=1i, m[/(z)] 2 ~TI~~T1>k= 11,12, ...

19) agar « <0 va n >0 -takdirss, onda res[f(z)]|z0 = 0, agar

n
n=0 ve n > 0-citdirsa, onda res\usSZH\i,’D: %Yﬁ,
res[f(z)]\z/a =-res[f{z)]\am, ; 20) res[/(z)] - SRR R
AL, @, - =

21) res[f(z)]ghav =( 1)*2*V, \- 12.....

160. 1)a) rey[/(z)]|,._0="y »b)mv[/(z)|]z0="-1,
VINVII)]F0= - ~

2)a)ra[/(z)]lz.. =-1;b) res[/(z)]|PM=0; v)/-es[/(2)]j..., =

161. 1) —3mr; 2) 70;3) 0;4)0. 162. 1) 2m; 2) - 2wcosl;
) 2mcos 1;4) L4 ; 5)2r;6) 0; 7) 2qr4<; 8) 18m ; 9)0;

bIr . - 16/T7 .
10) 11) 1) . 13) -36Tm: 14) 0. 163. a) aw
* (+ 1 3 27
hy T 164.n)1 7:b) 1+£i:v) 1-p +pi . 165. 1) 2K
H Up?2 1- A
T «
H v ;) /1, 166. a)agar n>0 olarsa, onda , 9gar «<0
«

iliii ,.i, oiula O, I I Mi(a), cn 0 olduqgda integral in bas qiymati O-
th
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167.a) - —;b) — ; v) né\ a>0, r>0;

2 2 €
Ur T r + W ' a) y !
vi - —;q) —;d). 169. 1) 2) — ;3) ="
27 4a 2513 (1 +6)2 n/3 9 Kon/l O
427 g B o P AL 2 g Wy A
8 5n/5 54 2

6)-—; 7) “Le~cosl; 8 -x -sinl; 9) gre~2; 10) —
6 n/3 4

1) -T e-~2; 12) a*e“,+/; 13) "6I6; 14) -~e~A\bco” 8 - n/2 sin 8),

15) Ee~|8(3005|2+25in|2); 16) -2e"12; 17) qe*'2; 18)

0
19):~e~6; 20) e4 (cos 1+sin 1); 21) arn/2 ;22) — .
4 2n/2 8

171 1) - 15 2) -2ar; 3) --§-; 4) ar; 5 6) L 7) 0;
)yz)ﬂr)%l)ﬂr) g LD

8)n>-1 oldugda G_I-_i_j)l «<-1 oldugda 0; 9) 32T; 10) O

172.1) -r==; 2) — 3) po +6)a_;4) " olduqd||
Va2-1 (a2-h2y [a(a+Db)f

TﬂT, |a]>1 oldugda a H =1, fl* £l oldugda 0 (ba$ giy

mot), a =zl oldugda bas qiymat yoxdur; 5) |[fl|<] olduqili

7t(a('+1)’ raf>1' oldugda 1-6|-{a('_+1)_; 9 =1 ad+1 olcliU«k
«6(«2-1)

A 11\

\ il |) (bas giymat), a 1 oldugda bas qiymat yoxilui
hi" (a

2-10



paul
0)/z>0 oldugda - n< 0 oldugda 0; 7) msigna (a= 0 olduqgda
n

luis giymat 0); 8) -2msignlma. 173. 1) - — ;2) — ; 3) n>1
27 4

olduqda 1-3-5_'”_92M-3);-]L , N —\ oil'auqéa — 4[5\/ _____________ .

2-4-6*.%(2n-2)*2 ab(a +b)
4 . ufe
9 -;6 ) b Gostaris. J_— , (C- konturu argz=0
nsm' "
un

2;r . . P
en'gz = — slalari ve onlari birlasdiran ¢evra qovsudir) inteqralma
n

A
f-sm
Inixmag lazimdir;  7) (zngl. 174. 1) 7i\/{e-ab-~
n
nsm:— 4
Vn

‘YA{\-e-n)\ 3) -£4(2-(2 +ab)e*)\ 4) b -a); 5) Go-

Rz
st;>ris:  -—---— dz (C-konturu sakil
C *
SH-daki kimidir) intcqralindan istifado YI*

3/r
rimak lazimdir; 6) (idsto-

,3/z o h

oo | dz ((" Ko (ulu o Sakil 58

Il 58-daki kimidir) inicqgialindim islifade ctmak lazimdir); 7)

T . In zd . S
lhu/. Gostaris: rllz.z d. (< konturu sakil 59-daki kimidir)
Jz +a'
imuU4i;ihimdan istifads etmok la/iniulin);
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K
8) — (n2+41n2«); 9) Ko f-Ina-1-7~1; 10) -n; 11)
8a 2ar42a\l

In2. Gostaris: (inff—-z l—=z (C-konturu sakil 60-daki ki-
Il U n+r

miclir) inteqralindan istifads etmak lazimdir);

Sakil 59. Sakil 60.
12) -Irr — . 175. a) _ZL(cosl —3sin 1); b) )K(Scosl +sin 1);
2 1l+a 3e3 3e
) )K (2 cos 2 +sin 2) » 176. a) \V\)\:”/r7 arg W= arctgA;

re

b) |Wj:Fi)y-, argw=arctgl. 177. a) |W1%, argw'=0; b) |w|=1,

bk
argw'=0; v) |w|=2, argw‘=—2 : Q) argw'=E- 178. 1) 1,

2)0; 3)4. 179. 1; 3. 180. 0; 4. 181. 2. 182. n. 183. 1) z = +2z-sads
sifirlar, z =1ise iki tertibli sifirdir; 2) z- 0-sads sifirdir;
z=kn ,k it0,k *1 -iki tortibli sifirlurdir; z =>k noqtasi funksiya-
nm sifri deyil; 3) z = +/-iki lartibli sitirlar, z =1t nss sada sifir-
dir. 184. 1)3; 2) 2. 185. 1)2; 2) 2; 3)4; 4)a)7; b)l; 5)0; 6)1; 7)2; 8)1
9)3; 10)1 . 186. n. 187. 1)4; 2)15; 3)3. 188. 1) Jc+I-tartibli sifir
2) min(/c,/)-tartibli sifir; 3) ogor k>1 olarsa, onda k- 1-tartibli
sifir, agar K -1 olarsa, onda silir olmayan dizgin ndqts, agar
K <1 olarsa, onda maxsusi ndqtudir. 189. 1) z = £3z noqtalari bir
liirlibli sifirlardir; 2) z = 3/ noghi>leri bir tartibli sifirlardir, z = co
noglusi 2 tartibli sifirdir; 3) z -0 noqtesi 2 tartibli sifirdir,
kit (k =#£1,£2,...) ndqte Inri bir tertibli sifirlardir; 4) z = +2
if'W|lulmi 3 tertibli sifirlardir, . 2kni (k = 0,£1,%2,...) ndqtsleri

242



bir tartibli sifirlardir; 5) z =2k/r [k =0,£1,+2,...) noqtaleri 2 tor-
tibli sifiriardir; 6) z =x/r noqtalari 3 tortibli sifirlardir, bitin digar
z=kn (k=0,x2,£3,.) noqtalari bir tartibli sifirlardir;

I)zzlikn (k =0,£1,£2,...) ndqtalari bir tertibii sifirlardir;

8)sifirlari yoxdur; 9) z-~kn [k =0,£1,+2,..) noqtalari 3 tartibh
sifirlardir; 10) z=0 noqtss 2 tartibli sifirdir,
z =Krm (k =+1,£2,...) noqtalari 3 tertibli sifirlardir; 11) z =0 noég-

tas 3 tartibli sifirdir, z=\[br, z=—=\[hr(l £/VJ) (A==x1%2.))

nogtalari 1 tartibli sifirlardir; 12) z= QA +1)~ (&=0,x1,%2,..)
noqtalari 3 tartibli sifirlardir;
13) 2z =3(2k +1)j, z=0ir(2* +1)[(1£iV 3) (k= 0,£1,£2,..))

ndéqtalari 1 tertibli sifirlardir; 14) z = 4 ndqtasi budadin biri Ggin 3
tortibli sifirdir; 15) burada iki funksiya verilmisdir: bunlardan biri

uciin  z= 2K1Ti% noqteleri 2 tartibli, digari Ucgln isa
z=(RE+Dn# E , {k=0,x1,+2,...) noqtalari 2 tartibli sifirlardir.

190. a)|w1=16((x-2)2+y2). 0_2)2+j>2:E dairasinin daxili sixi-
hr, xarici genislanir, 6z iss dayismaz qallir; b) WA=(x21y1l)
x2+y 2=\ dairasinin xarici sixilir, daxili genislanir, 6zl iso duyis-

mazqalir. 191. arctg-¢ 192, w=~—+-1r-1. 193. w 2z 1?2 2/.
2 2 2

194, w=21z+4+6/. 195. tapaleri -1, -1 +3/ voa 3 ndqglulorindd
olan oxsar Ug¢bucaq. 196. tarafleri u= v=3, n | vim- i olan
dizbucaqh. 197. w=(@2+i)z+]~3i. 198. a) #u (Il b xoyali oxa

paralel wi> inikas olunun ¢evmlorin radiuslarinm niiimisi ila qcyri-
243



mahdud  olarag ona yaxmlasan duz  xatlar  ailssidir;
b) b(u2+v2)+n+v=0. bgp0 oldugda radiuslari b- nin artmasi ila

azalan cevralar ailasidir. b =0 oldugda v=-u diz xattidir.
\2
199. w maustavisinin  y + +v*=-L yarimdairasi atilmis hissasi
16

ikinci kvadranti: n<0,v>0.200. w mustavisinin u2+v2=1 dairssi
va dordinci kvadranti atilmis hissasi.

201. 90° <argz <0,y <w <1 dairavi halganin hissasi.

202. W= 0,203. w=~— 204. Imw<0 yarimmaustovi
z-1 Z+1

sinin- w 1H11<_ dairasinin hissasi atilmis oblast. 205. w

2 2 2
mstavisinin (u+ 1)2+v2=1 dairasinin xarici.

206. w mistavisinin jw—A—2j<V5, w-\ +—i >—  dairalari ih»
2 2

mahdudlandidi xarici. 207. v>u. 208. w mdstavisinin w-
hissasi. 209. w mistavisinin Rew<0 yarimmustavisinin koordimii

baslangicindan ¢ixan argw =1350 va argw =-135° sualarinin &/lui 1
da daxil olmagla mahdudlasdirdigi hisss.

210. w=(1+")z+2,z20=1(-xV7). 211.a) w- ! >1; b) 135°1
Z+i 2 3 3
bucaq: w<0,v<-u .212.a)w:—(1+'){z' ) : b) w=22*1
138Nz+%+1 z+2
213.w=ix 0, r=~. 214.w= 2— . Coxlugun obrazi ce |l
3z 3 z+1-i
(I/I +Q2+ IV+-rf S_slc_ dairasinin xaricinin K
| A S 2
sismasi. 215. w=— . 216.w= . 217. Sarhadi » (s

z-1 z+i+l

w—4 cevrasindan ibarat olan iki rabitali ohl.r.i
3



218.,/(/ /a- O, Im—>0+219. 1<Iwj<e, 0 <argw < 90°.
a

220. a) W--e':; b) w=eT:. 221. a) W=expf—(1- i)z J, avvalca
/olagi dondermak lazimdir; b) w=expf— z :v)w=exp m(z +2)

u-2; 3(z-2)
222.a) Bni<v<5K;b) - n<v<n.223. 0<v<2Tr.

224. 0<Imz <90° zolagma. 225. v=o0,v=—w=0,w =1 xatlari 1ls
2

ululudlagsmis diizbucaghya. 226. w=-i(z-\-i)2. 227. v>0

.................................

miisUjvisinin w= %vZ-Iva n=1- iv'2 pa rabolalari "ila"'mahdu d-
4 4

1 .mis ynxari hissasi. 228,, u=

2+22

?1D w= ) 231. w -—Z-.232. v=0,v=2n=-Il,n=1 xat-
2-iz' i+26

," I v W*H/d-Vjj AAN  « Atiblsd” o |~ \ Y 1 Vyi7AJIw

aw . A2 j ellipslari uygundur. argz=a sialarma isa
( 1 ( 1V
R 1 R
| Hj { R

1M, a il > 1 ellipsinin xaricina; b) [—L1] parcas!
(«," )" rT
H1 r)

biiliin mustaviys; v) haqigi oxda yerlasall
l.uma boyunca kasiyi olan bitiin miistaviys.

A% ) 4n i1 «r I ellipsinin daxilinin yuxari hissasi;
fR 14 R '
R) I R
b 111 v lupc’ihohi .unn 14i.liullari arasmdaki oblast.
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236. w= z2 funksiyasi tclin: 1) ©6=0,k =2'2) ©6-n1 K - —'
S 2.
3)0 ~,K 2n/2,4) q n arctg-,K~\o; w=2z2 funksiyasi Ggln:

1) e=<U =3;2)f?=0,*=J1t;3) 06 =£

16 2
4) ©~-2arctg—k -15 -237. 1) |z|<i oldugda sixilma, |z|>— ol
2 2
duqgda isa genislanma; 2) |2+ L] o]dugda sixtimaj 0,

duqda iss genisleanma, 3) |z|>] olduqgda sixilma, [z|<I olduqda Isu

genislanma, 4) Rez<0 oldugda s.xima, Rez>0 olduqda iso,,’
mslanma, 5) |z 1|>] olduqgda sixthna, |z-l|<] olduqda isa gcin%

lanma. 238. 1) |2|]< | oldugda sixilma, |4> 1 olduqgda iss gcui',

lanma; 2) [2+1|<i oldugda sailma, [Z+1>1 oldugda isa go,r,

lanma, 3) |zj>1 oldugda sixilma, |z|<I olduqda iss genislantrie, 4i
Rez <0 oldugda sixilma, Rez >0 oldugda isa genislanms;

z 11 o ug asixdma, |r _!l<e] oldugda isa genislanma.
239. w=@Q+N1-2).240. w= 2+ Jr+j_3j.241. 1) w=«z >;
2) w- az+b, 3) w_-i(az+b); 4) w=az+bhi (a,b- adadloii I."
yerde haqiqr edadlardir ve a> 0). 242. 1) w=z+bi v
w=_2+ w=z+b va Yaw=-z_146;3) w=z+6(11i)
ya w=-z+1+6(1+m)(6- har yerdsa haqiqi adaddir).
243. 1) w=z+6/ va ya u=-r+1+M; 2) w=z+6 wvu s,
w- z 1+6, 3) w-z +6(I+i) va ya w=-z+Il+6(0+)(/> I""
ycrde haqigi adaddir). 244.1) H <1, UnW< o yanmdairosi;
") ° no4tasini 6zinde saxlayan va M = 1 ¢cvml! ..

JiWs1'ri ® ««hdudlasan coxluga; 3) Imw<0 coxluft

' Hi



W_1+/_<5— cevrasinin bu ¢oxluga aid hissasini ¢ixdigdan sonra

2 2 2

galan ¢oxluga; 4) Rew=1 diiz xatti ve ona toxunan \w—l
, 2

V-cvrasi iis mahdudlasan ¢oxluga; 5) bir-birina toxunan \W~?

VU W =1 cevralari ila mahdudlasan coxluga; 6) sarhadlari

4

Kow 2 diiz xatti va w—j =- cevrasi olan iki rabitali ¢coxluga.
3

M5. a)l) w=- 2i(z+1) ;2) w=0+21>+6-31 "

4z-1--5/ 5(z-/)
S @+nz+1+3/, i) w- _Lg_-_i-__Z_j_-_[séj w=-L_ -{Z+1).
(1+/)z+3+/ z+1
Mo, 1) SRz, 20 20,
L+1z—1+i 2z(I ) —H4—)
;o4 w=T 207. 1) w=*P
(1+n-2) /z-1 cz+d
b, jl odadlari hagiqgi adadlsrdir vaad - bc >0; 2) w= az+b
cz+d
<h ./ udwdlari haqiqi adadlardir vead-bc< 0; 3) w a2+b
CZ+<I

/m., [ iul.Kileri haqigi adadlardir vead-bc <0. 248. \A =R cev-

tamm A A 1 (|Z=1 gevrssine v=0,-1<n<1



v=0,w>1 sUasl, argz =n slUasina v=Q,u<-\ sUasl, argz = +—

siiasma u =0 oxu) hamfokus hiperbolalarm ganadlari uygundur
(sakil 61).

249. 1), 2) I 4v -j ellipsinin xarici (sokil 62. 1),
v (. 1.
R+ - R-—
R) I R
2)); 3), 4) [X1 parcasi boyunca kasikla butin mustavi (sakil
62.3), 4));
1} 2n 0
i} X
n JB' A\ \e aC jri
bb X
-1
sakil 62

5), 6) (—oc;—1] va [i;oc) slalari boyunca kasikla biutin mustavi
Imz<0; 7) asa§l yarimmustavi; 8) yuxarl yarimmustavi; 9) yuxari

yarimmistavi; 10) 7 . Adv - 1 ellipsin daxilinin yuxari
\ 2 f [\2
R
v Rj \ Rj
yarisi; 11) 44’ 4" .1 ellipsin daxilinin asagi yaris;
(r+- :
v rR/ 174
12) 4w ,  Adv -] ellipsin  daxilinin sad vyarisi
*+IT In-T’
al I r

MH



L- R+ parcasi boyunca kasikls; 13) — — 1 hi-
R sin2a cos2a

pcrbolasmm ganadlari arasindaki ¢oxlug.

250. Iya) Imw 1 b) Rew=0;v) TeV<% 2 Imw=o:

Imw> -1

) jw-1+/|<2; 4) a) Rew>1; b) |-w+l[>n/3; v) |w+l|<V3 dairssi

alilmis Rew<l yarimmistavi; 5)a) Imw=0;b) W | +—2

V) n I +v2<—dairasi atilmis Rewcl yarimmustavi;
, UAVAR o N .
Y m O JK/ WZ_ <4- dairasi atilmis ImwcO yanmmiistavi;

)a) v=-2—;b) n=0,
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