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Vəsait kompleks dəyişənli funksiyalar nəzəriyyəsinin bütün əsas 
bölmələrini əhatə edir. Hər bir bölraənin əsas nəzəri məlumatları qısa 
şəkildə izah edilmiş, bir neçə tipik çalışmamn həlli göstərilmiş, müstəqil 
həll etmək üçün məsələ və misallar verilmişdir.*'^

Vəsait «Riyaziyyat», «Riyaziyyat və informatika» müəllirnliyi ixti- 
sasları üzrə bakalavr pilləsində təhsil alan ali məktəb tələbələri, «Kom­
pleks dəyişənli funksiyalar nəzəriyyəsi» fənnini tədris edən ali məktəb 
müəllimləri, həmçinin kursu müstəqil öyrənmək istəyənlər üçün nəzərdə 
tutulmuşdur.
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ö n  SÖA

KiUıb «Koınpleks duyişunli funksiyalar nəzəriyyəsi»nə dair dıırs vosuiti- 
dir. Hftsab olıınur ki, oxucu riyazi analizin və cəbrin əsas anlayışları ilə tunrç- 
dır.

Azurbaycnıı dilinde «Komplcks dəyişənli funksiyalar nəzəriyyəsi»nH «Ja- 
ir hum ınt/itri, hı*ın də praktıki aspektləri əhatə edən dərs vəsaitlərinin qıtlığı 
tolobelur ilv'ilıı böyıik çotinliklər yaradırdı. Bunu nəzərə alan müəlliflər bu 
boşluğu miltfyyon dərəcədə doldurmaq üçün həm nəzəri, həm də praktiki 
ımsokılori ohatu edən belə bir vəsaitin у azılması qənaətinə gəlmişlər. 
Müelliflər düşünürlər ki, bu məqsədə müəyyən dərəcədə nail olmuşlar.

Vosait Azorbaycan Müəllimlər İnstitunda «Riyaziyyat və informatika 
müəllimliyi» ixtisası hazırlığı prosesində istifadə olunan materiallann əsasın- 
da yazıltnışdır. Vəsaiti iki hissəyə bölmək olar. Birinci hissədə kompleks 
doyişenli funksiyalar nəzəriyyəsinə dair nəzəri minimum material, ikinci 
hissədə isə müstəqil həll etmək üçün nəzəri materiala uyğun ardıcıllıqla mə- 
suk» vt) misallar cavabları ilə verilir.

Birinci fəsil kompleks ədədlər və onlann müxtəlif yazılış formalan ilə 
bağlı əməllərə, kompleks müstəvidə çoxluqlara, kompleks ədədlər ardıcıl- 
Itqlanna həsr edilmişdir.

İkinci fesil kompleks dəyişənli funksiyalar, onlarm kəsilməzliyi, limiti və 
müntəzəm kəsilməzliyinə, komplcks dəyişənli fimksiyalann diferensiallan- 
ması və inteqrallanması, birrabıtali və çoxrabitəli oblastlar üçün Koşi teo- 
remlərinə, kompleks dəyişənli fıınksiyalann qeyri-müəyyən inteqrallanna, 
kompleks dəyişənli funksiyalar üçün Koşi inteqralına və s. həsr edilir.

Üçüncü fəsildo kompleks doyişənli analitik flınksiya sıralan, funksional 
sıralar, qüw ət sıraları, yığılma radiusu, yığılma dairəsi anlayışlan, kompleks 
dəyişənli fünksiyaların Tcylor sıralanna aynlışı, analitik funksiyanın təyini, 
sıfirlan, analitik davam anlayışı, Loran sırasma aynlış və analitik funksiyanın 
məxsusi nöqtələri və onların tipləri ilə bağlı məsələlərə baxılır.

Dördüncü fesil kompleks dəyişənli funksiyalann çıxıqlan, onlann hesab- 
lanması, çraqlar nəzəriywsinin əsas teoreminə, çıxıqlann inteqralların hesab- 
lanmasına tətbiqinə vtı s. məsələlərə həsr edilir.

Beşinci fesildə konform inikaslar, onlann əsas prinsipləri, bəzi əsas fim- 
ksiyaların konform inikaslanna baxılır.

Vəsaitlə bağlı öz dəyərli fıkirlərini bildirən oxuculara əwəlcədən tə- 
şəkkürümüzü bildiririk.

Müəlliflər
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I FƏSİL. K O M PLEK S ƏDƏDLƏR VƏ K O M PLEK S 
ƏDƏDLƏR A R D IC IL LIĞ I

§1. K om pleks ədəd  anlayışı. K om pleks əd əd lə r üzərində  əm əl- 
lər

XVI-XVII əsrlərdə kvadrat və kub tənliklərin^ıəlli prosesin- 
də meydana gələn а + ЬлРI ,  b * 0 şəklində ifadələri «xəyali» ifa- 
dələr adlandırmağa başladılar.

Böyük ehtimalla demək olar ki, xəyali kəm iyyətlər ilk dəfə 
olaraq D.Kardanonun «M öhtəşəm incəsənət və ya cəbrin qaydaları 
haqqında» əsərində (1545) meydana gəldi. D .Kardano bu ədədləri 
faydasız, istifadoyə yararsız hesab edirdi. Bir çox digər böyük alim- 
lər üçün də (İ.Nyuton, Q.Leybnits) xəyali kəm iyyətlərin cəbri və 
həııdəsi məzmunu aydın dcyildi və hotta, mistik idi.

/ = simvolunu ilk dofo L.Eylcr (1794) təklif etdi. Kom ­
pleks ədədlər və onların həndəsi təsviri ilk dəfə olaraq danimarka 
alimi K.Vesselin əsərlərində (1799) verildi. 1831-ci ildə K.Qauss 
«kompleks ədəd» terminini daxil ctdi.

Kompleks ədədlər çoxluğunun mühüm xassəsi (qapalılıq 
xassəsi) ondan ibarət idi ki, onlar üzərindv) osus riyazi əməliyyatla- 
rın nəticəsi kompleks ədədlər çoxluğundan kənara çıxmır. Sonrakı 
illərdə kompleks ədədlərin öyrənilməsi sürətlə davam eidirildi. Bu 
isə riyazi təhsilin mühüm elementinə çevrilən kompleks doyişənli 
funksiyalar nəzəriyyəsinin meydana gəlməsi və təşəkkül tapmasına 
səbəb oldu.

1.1. K om pleks ədəd lərin  cəbri yazılış form ası

Tərif. z = a + ib şəklində verilmiş ifadəyə kompleks ədod deyilir.
Bu, həm də kompleks ədədin cəbri yazılış forması adlamr. 

Burada a = Rez -həqiqi hissə (Re-latın dilində həqiqi mönasmı bil- 
dirən realiz sözünün birinci iki hərfıdir), b -  Imz -xoyali hissə(İm- 
latın dilində xəyali mənasmı bildirən imaginarius sözünün birinci

4



ıki lutillılıı) HiıiNitlı ııdlıınun hoqiqi edodler, / * V -T -  xuyali vahıd- 
dir. I1 m I ,
Kom plckı mlndltirn ınisallar. 0 = 0 + 0 / ,  - 1  = -1  + 0 / ,  - / « 0 - Г /
V H  N,

Ogwr I , -  lııı ! ■ 0 olarsa, onda z - a -  həqiqi ədoddir, egör
и Кг ■ - ((, h * 0 olarsa, onda z = ib -  saf (təmiz) xəyali odəd ad-
Itiilıı 1И и ||к 1и, dcyə bilərik ki, həqiqi ədədlər çoxluğu (Л )  kom- 
ploU uılmllur vnxlıığunun (C ) alt çoxluğudur {R  с  С).

Kcmi'tс һ  iH/ixUnr üzərində hesab əməlləri 
I InIhiuIuii lıoqiqi a ədədini belə də yazmaq olar: а + O i.
2, l'nm l/ xeyali ədəd i- bi ədədini isə O + bi şəklində yazmaq olar.
\ Iki kompleks ədəd üçün onların həqiqi və xəyali hissələri bora- 
bor olarsa, onlara bərabər kompleks ədədlər deyilir. Başqa sözle, 
iki z, ■ a, + ibx və z2 - a 1Jrib1 kompleks ədədi üçün ai =a1 vo
/», Һ, olarsa, onda onlara bərabər kompleks ədədlər deyilir.
4, г = а -  bi ədədi z = a + bi ədədi üçün qoşma kompleks əded ad- 
lanır.

Qoşma kompleks ədədlər üçün aşağıdakıları yaza bilurik:
z + z = 2 a ; z -  z = 2b i; zz = a 2 + b2.

Kompleks ədədin özünün qoşmasına hasilini tapaq. 
zz  =  ( a  +  bi) ■ ( a - b i )  =  a 2 -  (bi)2 - a 2 +b2.

Deməli, həqiqi ədəd alınır.
İkı z t =a + bi və z 2 ~c + di kompleks ədodinitı cəmi 

(a + c) + (b + d)i şəklində ədəddir, 
yəni z, + z2 = (a + bi) + (c + di) -  (a + c) + (b + d ) i .
M isal 1.1. z, = 2 + (- l) / və z2 = -1  + 3/ üçün 
z, + z2 = (2 + (-1)) + ((-!) + 3); =1 + 2/.

Kompleks edədlərin toplanması yerdəyişmo vo qrııplaşdırma 
xassələrinə malikdir.

yerdəyişmə: z, + z2 = z2 + z,; 
qruplaşdırma: (z, +z2) + z3 = z, + (z, + z,).

M əsələn, yerduyişmə xassəsinin doğruluğunu isbat edək.
(a + bi) + (c + di) = (a + c) + (b + d)i
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v ə  ( с  + d i )  + ( а  + b i )  ~ ( c  + a )  + ( d  + b ) i  = ( a  + c )  + ( b  + d ) i .

Bcləliklə, ( a  +  b i )  +  ( c  + d i )  -  ( c  +  d i )  + ( a  + b i ) .

İki kompleks z, = a + bı və z2 =c + di ədədinin fərq i
z = z, - z2 = (a -c )  + (b -d ) i  kimi təyin edilir.
Misal 1.2. z ,= 4  + 5i və z2 = - 2  + 3 /: 

z = z , - z 2 = (4 + 5 i) - ( -2  + 3i) = (4 -( -2 ))  + (5 -3 )i = 6 + 2i.
İki zt =a + bi və z2 =c + di kimi kompleks üdədin hasili 

z,z2 = (ас -  M ) + (ас/ + Ac)/ şəklində olan kompleks ədəddir.
Doğrudan da, a + bi və c + di ədədlərini cəbri ikihədli kimi 

vurub, 12 = — 1 olduğunu nəzərə alsaq, zr z2 = (a c -b d ) + (ad + bc)i 
ifadəsini alariq.
Misal 1.3. z, = 2 -  3/ və z2 = -4  + 2/

z, • z2 = (2 -  3/) ■ (-4  + 2/) = 2 • (-4) + 2 • 2/ + (-3) • (-4)/ + (-3) • 2i2 =
= - 8  + 4/ +12/ -  6 • (-1) = -2  +16/

Kompleks ədədlərin hasili aşağıdakı xassələrə malikdir. 
yerdəyişmə: z,-z2 = z 2 -z1; 
qruplaşdırma: (z, • z2) ■ z3 = z, ■ (z2 ■ z3); 
paylama: z, • (z2 + z3) = z, • z2 + z, • z3.

Kompleks ədədin qüvvəti z " - z - z - . . . - z  şəklindədir.
/г

Qüvvətin xassələri:

z" • zm = zn+m; (z")" -  z’,m; (zl -z2)n = z” -z2

İki kompleks ədəd üçün z, kompleks ədədinin z2 kompleks 
ədədinə nisbəti elə z ədodinə deyilir ki, onun üçün z • z2 = z2 • z = z, 
şərti ödənsin.

Praktikada iki z, = a + bi vo z t = с + di kompleks ədodlərinin

nisbəti — = -titi. kimi toyin edilir.
z2 z2z2

z, _ z,z2 _ (a+bifc-di) _ ac+bci-adi-bdi2 _ 
z2 z2z2 c2+d2 c2+d2
_ ac+bd+(bc-ad)i _ ac+bd ı bc -cıd .
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Il " 2 3/ və z2 = 1 + 2i ədədlərinin nisbotini tapın,M InuI 1.4.

ı. 2 M (2  3/У1-2/) 2 + 4 /-3 /  + 6/2 - 4 - 7 /  ло . . .------------------ = ---------- = —0,8—1,4/
I, I I 21 (U 2/Xl-2() 1 +4 5

I • ninplek» udedlər çoxluğu nizamlanmamış çoxluq olduğun- 
dıııı Uonıplcks udwdlərin müqayisəsi əməliyyatı müəyyən edilmə- 
itılytlir

1.2. Kompleks ədəd lərin  həndəsi təsviri

Putuq ki, müstəvi üzərində xOy dekart koordinat sistemi ve- 
rllmlındir. z = a + bi kompleks ədədi müstəvinin koordinatları (a\b) 
olnn nöqtesi kimi təsvir edilir. Kompleks ədədlər ilə müstəvinin 
nftqtöleri arasındakı bu cür uyğunluq qarşılıqlı birqiymətlidir. Bu 
/im un hı>qiqi ədədlər absis oxunun, təmiz xəyali ədədlər isə ordi­
nal oxunun nöqtələri vasitəsilə təsvir olunurlar. Ona görə də absis 
oxuna həqiqi ox, ordinat oxuna isə xəyali ox deyilir. Kompleks 
udədlərin təsvir olunduğu müstəviyə kompleks miistəvi deyilir.

Aydmdır ki, z və -  z nöqtoləri koordinat başlanğıcına nəzə- 
ritn, z və z nöqtələri isə həqiqi oxa nəzərən simmetrik nöqtələr- 
dir.

-ir 'Ы

-  z

I z = a +bi z, +z = a + bi kom- 
pleks ədədi baş- 
lanğıcı koordinat 
başlanğıcında və 
sonu z nöqtəsində 
olan vektor kimi 
də təsvir edilir vo 
deməli, z nöqtəsi- 
nin radius-
vcktoruna bəra- 
bərdir. Ona görə do «kompleks ədəd» və «vektor» anlayışları sino- 
nim kimi də işlodilir. Koordinat müstəvisinə baxdıqda aydın olur 
ki, nə üçün kompleks ədədləri müqayisə etmək mümkün deyil 
(şək. la)).

Həndəsi təsvir vasitəsilə kompleks ədədlərin toplanması və 
çıxılmasını əyani nümayiş etdirmək olar. Aydın olur ki, kompleks
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ədədlərin toplanması və çıxılması vektorların toplanması və çıxıl- 
ması ilə eynidir(şək. lb)).

1.3. Kom pleks ədədin  m odulu və a rqum enti

z - a  + bi kompleks ədədi təkcə dekart koordinatları ilə deyil, 
həm də polyar koordinatları ilə də birqiymətli təyin edilir. r = \z\ 
ifadəsi 0  nöqtəsindən z nöqtəsinə qədər olan m əsafə, cp isə həqiqi 
oxun müsbət istiqaməti ilə z vektorunun əm ələ gətirdiyi bucaq 
olduqda. r = J a 2+b2 ədədinə z - a  + bi kompleks ədədinin modu­
lu, <p bucağına isə z ( z * 0 ) kompleks ədədinin arqumenti deyilir. 
Arqument birqiymətli funksiya olmadığından eyni bir kompleks 
ədədin arqumentləri 2 як toplananı ilə fərqlənirlər: 
Argz -  argz + 2лк , к = 0,±1,±2,...

Arqumentin modulca ən kiçik qiyməti 
əsas arqument adlanır və arg z-cp  kimi işa- 
rə edilir. Əsas arqument üçün - n  < a rg z < ^  
ödənir.
Arqumenti

ja  -  rcosç  
[ö = rs in ^  

düsturlarından təyin etmək olar.

Şəkil 2-dən görünür ki, cos<p = —, sın<p = —. Buradan alırıq:

( 1)

tgcp = - (2)

Arqumenti tapmaq üçün kompleks ədədin hansı rübdə yerləşm əsini 
nəzərə almaq lazımdır.

b

a r g z  = •

arclg

п -  arcln

л  +  arclg

I rüh

2 n  -  a r c t g  ■

II rüb

I I I  r ü b

IV rüb
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Qeyd. ( 1) vo (2 ) tonlikləri eynigüclü olmadıqlarmdan ((l)-dən (2 ) 
nlımr, (2)"(lnıı vu (1) həm işə alınmır), əsas kimi (l)-in  həlli
UftlttrOlttr.
Кшпрк’кч tHİkHİInrin modulunun və aqrumentinin aşağıdakı xassə- 
Itıll vmiılir,
I | l , ' l | | * » | l | | ' | l , | i  a r g ( z ,  ? 2 ) =  a r g z , + a r g z , .

) *I W . : ı1 -  • Й1Д - 1 a r g  z,  - a r g z 2 -
*ı |*ı чг ) )

' fl,| |«,|| tf|ff, + г,| äS|*,| + |z2| (üçbucaq bərabərsizliyi). Ürrıu-

mlyynlln, NOnlu sayda zl,z 2,...,z„ kompleks ədədləri üçün

N |ıt I doğrudıır. 
ПP ‘

Ui’yt/ -  (I I Ш kompleks tided i üçün arqument anlayışınm mənası 
yttHtlttl,

Miı.ıl I A  . ' I I (Kİuılinln modulu vı> arqumentini tapın. 

a t- j  i /» I  (ilılııfliimdıııı,

I J ,, . b / . я . яI II  to ş  v / l ,  < » - т , a r g  г  =  —  
V 4 4 ıi 3 3

1 .4 . k o m p l t U  tidodln trlqonom etrik  yazılış form ası

KomplckN (iılıulliı r moduluna və <p arqumentinə polyar ko- 
ordinatlar kiml ЬяхййЦ u r<ıos(p, 6 = rsin<p yaza bilərik. Onda 
kompleks tıdodill cobri ya/ılışından triqonometrik yazılışma keç- 
mək olar.
z = a + hi = r cos (/> I Ir sin tf> = /-(cos (p + i sin ф) , burada r -  | z | , cp = arg z  . 

Misal 1.6. z = -2  + 2>/3/ odədini triqonometrik formada göstərin.

9



| |̂ = V(-2)2 + (2л/3)Т = 4
cosç  = - -

1

sin =
V3

2\/3

i  \
- 2  0

Şəkil 3.

tgcp = -  = —Уз; (p- — \ </? = argz = —• z  ədədi II
а 3 3

rübə daxil olduğu üçün (şəkil 3)
n 2n

<p = argz = / r - y  = —  • ^

Ona görə də z = -2  + 2л/3г = 4^cos + 1' sın

1 F\Misal 1.7. г = ədədini triqonometrik formada yazın.
2 2

1 3 , .  b rr . л  . Л-
-  + - =  l; /gp = -  = V3 , <p = —, <p = argz = -
4 4 а 3 3

z ədədi III riibə daxil oldtığu üçün ^  = argz = ;r +
n 4 л-

1 V3
2 2

4 л- 4л" ̂
/ = 1 cos—  + /sın

3 3

Misal 1.8. * = 1 -  sın о  + / cos а  , 0 < а < -  ədədini triqonomctrik
2

formada yazın.
Tərifo görə z = |z|(cos(argz) + < s i n ( a r g z ) .

Onda modul |z| = ^/(1 -s in  a )2 +cos2 a  ■ -y/2(l -  sin « ) , arqument isə

РОЯ /O'
arg г = circtg----------- = arctg

1 -  sin а

а , а 
cos + sin
. . . . . 1 _____ 2.

or a
cos -s in  

2 2
n  a  

t g  ~  +  lS  —  я  a

= arctg V ,  « * 4 + 2  

4̂  ^

10



ıilıiı Dcmyli, z = ^ ( l - s i n a ) cos —+ — 
4 2

+ /sın
V

к  а 1----
4 2

\ \

/ /
Triqonometrik formada verilmiş kompleks ədədlərin hasili və 

ııinlmtı ayağıdakı kimi tapılır.
I, I, hi /; •/•,(cos(<p, + (p2) + i sin(ç9, +<p2)), (şək. 4) 

b  -  ^ ( c o s ( ^ ) ,  -</>,) + /S İn (^ ,  - Ç 9 , ) ) -  5 )

Ml
4 M

\
© I  -  © ä

Mj

t f u k i l  4 . Şəkil 5.

1.5 . Kompleks ədədin  üstlii yazılışı

11 и |< ни h i  nil Ik ^ıkilclu vcrilmiij z - /-(cose/) + /'sin <p) kompleks 
. и I к Inn li'.ilii ynkllıln . iv"" kimi yazmaq olar. Sağ tərəfləri bəra- 
b u r l w y ü l r l b ı  I И IМ i s m  ets.ik, Hylcr düsturıınu alarıq: 
»/'* -  OQK0 I / «III V*

liu luililii мнит, hftlltui, qllvviitu yüksultmu, kökalma düstur- 
lun ııı>ııftnltikı V'kll ill'll

*1 ,.((« »>• I •
•I ' I

*1 rl
1Ш

Щ - Щ »  " , A 0 .1.2....(II I)

Misal 1.9. г I 'f  * . j (>?'';



1.6. K om pleks ədədin  tarn qüvvətə yüksəldilm əsi

z = r(cos(2> + /sinç?) şəklində verilmiş kompleks ədədin n-ci 
qüvvəti Muavr düsturu adlanan aşağıdakı düsturla hesablanır.

z"  =  r " ( c o s n ( p  + İ s m t K p )  ■

Misal 1.10. z = (V2 -л /б /)4 ədədini tapaq. 
Əvvəlcə ədədi triqonometrik formada yazaq.

Г = H = V(V2 ) 2 + (-V 6 ) 2 -  V2T 6 = л/8 .

V6Ф ~ arctg
л / 2

= arctgу/з ■ z  ədədi IV rübə daxil

olduğu üçiin (p ~ 2 n  -  — -  —  (şək. 6). Onda Şəkil 6 .
3 3

л/8
Ъп . . 5л cos —  н- г sin —  
3 3

. Muavr düsturundan istifadə

edərək yaza bilərik: 

г< = шcos- + 1 sın ■
20л-

= 64
r /

COS 6 л +
2 л

Ч Ч

/
+ *sm 6л- + 2 л

ч /у

= 64
2 2

= 32(—1 + л/З/)

Misal 1.11. Muavr düsturundan istifadə cdərək z = l + / ədədinin 
30-cu dərəcədən qiivvətini tapın.

r = |zj = Vl +1 = V2 ; /g^ = _  = ı ,  z ədedi I rilbıı daxil olduğu üçün
a

(p = arg z = — ■ Ədədi triqonometrik formada yazuq.
4

Z = ] + i — -Jl cos — + / sin — 
l  4 4 )

Muavr düsturundan istifadə edərək:

12



J O * 3 0 л  ^

-  2 15

f

{ a  6
. . { ,  6 Л - M

i n i * 1  s i n ------------- c o s b n  +  — +  1 S i n 6  л  +  —

V  4 4  ; I I  4 , к  4  J J

Ult( « I f  1 3|Г) -15.-  |f и и  • <МИ ■ -2  ı
2 >

Minis I illinium vusitəsilə triqonometrik funksiyalar üçün bəzi 
иVHİİII* 1«•• I ı,mıımın| olar. Tutaq ki, z  kompleks ədədinin  modulu 
I I . I *i M |(|цн 1111 ( >ii« In Muuvr ılüsturu aşağıdakı şəkli alar.

♦ s i n  <p)" =  c o s ncp + i s i n  n c p . 

it -  } <iltlui|dii, ulariq:
I i n 1 i/i I 2 1 c o n ç > » i n ç » - s ı n 2 <p =  c o s  2 (p +  i s i n  2cp 

MniiiiIhii iniiIiimi iIOmIiiiu nlitriq.
i n *  )i/i -  о н и  i/i Nİıı'’ <p ; s i n  2(p =  2 c o s < p s i n  ( p .

И ' tilillli|ilil
I МЯ f* • I l l ' l l . , '  •/•..IIH/I . İ0<M{?SİI1 ;  (p -  i  s i n 3 (p =  e o s  Ъ(р + 1 s i n  3 ç . 

Itniıiılnıı nlııı ıi|
HI* IV* Ilin'./I U l ) N ^ J N i n J (p 4  c o s  V “ 3 c O S ^ ;

• i n  l»i -  11 i i h 1 1/ 14I11 </> N İ n ' <p ■  3 s i n  <p — 4 s i n 3 (p

I 1 IviiMipli’Un oil.ulil.in kttkıılnııı

t I* * hi i| i|i k i • 1.1.1, till III n cl dttrocndon kökü ( n e N  , n > 2)
I III II к I ill I . ■ и I *. 111111 ki, I III mini I \Г t $i»rtlni rtdosin.

II I I 11. II, II H.l III k o k  nli i i i i i |  l l vOn ı ı>ııfeıdııkı  d i i s l u r d u n  i s t i f a -  
iln i'iIiIii

II -  V# f *‘H* r  ' * *  I / I I I I V"  Ш )', h  0,1,2,..,(я -1 )
V и м )

n 11 illi|n t I иliMl kOk »(i|!Vlllnln lllilllk ilir.

V.- q l y n i u l l l l n  H \ i n m  . .1,111 i n . . | i . ı | ı i ı  минкил k o o r d m a t  b a ş l a n ğ ı c ı n -  
*lıı v t i  r ml iuNi i  /.' ^  | n l i i i l  ц г м ш и и  t l n x l l i n o  v n k i l m i ş  d ü z g ü n  n

b u e u q l i n i n  t o p o  n f t q i i i l n i U l l r
M i s a l  1 . 1 2 .  (.'( | i J\i)  u d o d i m n  4 - c i l  d e r ə c ə d ə n  k ö k l ə r i n i  t a -
p i n ,
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— 32л/з rz
ig<P = — T Z —  = - y l  3 -

3 2

z ədədi II rübə daxildir, dcməli, əsas arqumenti argz = л  -  — = —
3 3

kimi götürmək olar. Onda 
2 к

v  =  V 6 4

+  2л* -г2л*
- + ; s ı n -

/ r f  / Л  л к ']  . . ( Я  л к \  
=  2 V 2  с о я  — + —  ı +  ı s r n  — +  —

{ \ 6  2 )  \ 6  I ) .

к = 0 , 1 2 ,3 ;

= 2 л/2
л  . л  

c o s  — +  / s i n  — = 2л/2 л/ 3  . 1
л

— л / б  +  л / 2 /  5

ггГ 2л- . . 2л
w, =  2 л / 21 c o s  - г -  +  / s i n

3

7 л

/
f  1 = 2V2 1 . л /*- + ; —

2 2
Гъ —--j~2 + >/б/ 5

1ли», = 2л/2 | cos —  + / sin —
I 6 6

= -V 6 -  л/2/ ;

w, = 2 / 2
5/т . .  эл \ rz

c o s  — +  / s i n —  =  2 v 2 = л/2  -  V6/5л ^
3 и»!. T  ' ' \  ✓

Misal 1 . 1 3 .  z = -1 +/ edwdinin 3 - c ü  dorəcudım köklərini tapın.
z  ə d ə d i n i  t r i q o n m c t r i k  f o r m a d a  y a / a q .

r =  jzl =  > / m  - / 2 ; t£<p =  - 1 .

z ədədi II rübə daxildir, dcmuli, uruz -  л -  — = —
4 4

=  л / 2
З л  . З л '  

c o s  —  +  / s ı n

W = \i -  1 + / ; w

4  )
, o n d a  a l a r i q

Эя + 2л1<
COS 4

Зл f  2 7tk
I- l s i n

w = V 2 Г;л 2 лк )
cosl — + —

V U 3
+  I s i n

л  2 лк■f “
4  3

, к = 0,1,2 ;

14



и,
. . n

. t I N111
I 4

co s**•. ^ J ı

b /J  I l /r 
v  Л  co n

*  1,19 + 1 , 1 9 i ; 

n 2 n \ . . f  n+  —  + / s ı n  —  
4  3 )

2 тгл н-----
14 3 ,

"*Ј

11 к
+ / s i n ------

12 12
-1,08 + 0,35/

kl%( 1  n * n ■ ( n  6 1 9 ; r  ■ ■ 1 9 л Л» 1 t I i" I I / sin — f —  =%12 cos +/ sin----
I  4  l j  \  4 3 J J  V 12 12 у

Н ) н И ‘| | И ј  1*оНп| | | !111 I m i u I o s i  ı ı ı t c r p r c t a s i y a -  
Ч| I  I  I fnMllM чMlllinlydlr.

| i l  • t ı i H f t b  l* -  ı ı l ı i ı l l t i ı  t ı ı  ı l ı n l l ı & ı

K »  •П1|НиЦц I •• |ı •! Ilı ı| hi < I и 1111 Д и ш  l u u | i c | i  o d o d l o r  a r d ı c ı l l ı ğ m a  
•t inHi i | t  f o M ' l i i  ь ч Н  11 t in K o m p l e k s  q i y m o t l o r  a l a n  n a t u r a l  a r q u -  
MWtlll l l  1Ын1уи*Н<« ' - / ( « ) .« •  N k o m p l e k s  ododler ardıcdlığı
I. H i l i  I I * и 11 *11 1 i i l i i i l l i i t  hi  11 i f  111 ıftı |г„ I k i m i  i $ a r o  e d i l i r .  A r d i c i l -  

l i f t in  IhImmIİhh » Hİ nmi 'Hl ı ı i l  o ı u i l ı  н * Л /  n A m r o s i n u  o s a s o n  t o y i n  
I i l i 'H I ' | ı i \ ' l ı i ' i i  \ I  l l i H  I Iи i«In d u y l t l o i  k i ,  I ) k o m p l e k s  o d o d -  

I.II i i n l u i l l i Q i  v i ' i l l m l y i l l i

M I n h I I I I
in

hi tin 1111 (* 111111 ill ' hoddiiil lupin.

Г I t I I I I
} I >' 1 ) j * - Г  1 ;  I (>'

К  ( ii 111 >1 i k  <* I и li и 11. . . .. . 11 In i l l i g i u i i  m i  U n u i m i  ş o k i l d ə  a ş a ğ ı d a k ı
k i m i  tuı  if v e ı l l l ı
ItH'if. KompU'k <11I<1<II111 in ni'iimlanmi.> hvsahi çoxluğuna kompleks 
ododlor urdu i/lifti <l< vllu
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Ardıcıllığm hədləri onların nöm rələrinə uyğun olaraq yerlə-
şir.
Tərif. V f> 0  üçün 3N(e) varsaki, \/n > N  üçün \zn - a \ < e  olsun, 
onda deyirlər ki, { z j  kompleks ədədlər ardıcıllığı a kompleks 
ədədinə yığılır və n -> oo olduqda {z„}->a və ya  lim zn =a kimi

n—>oc

yazılır.
Limiti olan ardıcıllığa_y/g//ü« ardıcıllıq deyilir.

Tor if. |z -  z0| < £ bərabərsizliyini ödəyən nöqtələr

çoxluğuna z0 nöqtəsinin e ətrafı deyilir (şək. 80:

Kompleks ədədlər ardıcıllığınm limitinin hən- 
dəsi mənası о deməkdir ki, { z j ardıcıllığı- 
nın bütün hədləri müəyyən N  nömrəsin- 
dən başlayaraq mərkəzi a nöqtəsində və 
radiusu £ olan dairənin daxilində yerləşir.
Başqa sözlə, a nöqtəsinin e ətrafında yer- 
ləşir. Beləliklə, a nöqtəsinin ixtiyari ətra- 
fında jz„} ardıcılhğımn sonlu sayda hədləri
istisna olmaqla, bütün hədləri yerləşərsə, 
onda a nöqtəsi {z„} ardıcıllığımn limiti-
dir(şək. 9).
M isal 1.15.

V
а )  П т  1 +  — 

n
= e z = x + iy; b) üm arg

cütolduqda, arg 0 , n tək olduqdu ary

yoxdur, çünki, n -

( ( - » " 1 =  л

Kompleks ədədlər ardıcıllığının verilməsi eyııi zamanda bir 
cüt həqiqi ədədlər ardıcıllığının verilməsi dcmokdir, yəni 
zn - a n +ibn olarsa, onda { z j  ardıcıllığmın verilmesi eyııi zamanda
{ a j  və {bn } ardıcdlıqlarının verilməsi deməkdir.
Teorem 2.1. (Yığılmanm zəruri və kafı şərti). { z j - + u  + ib olması
iiçün zəruri və kafı şərt {aı:} -> a və {b j -> b olmasıdır.
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hh ıi l ı  A / t i ıu ı iH k  \zn) z -  а + ib o l m a s ı  о d e m ə k d i r  k i ,  У е > 0  

(İVİİII )N{e)  v ı ı r s a  k i ,  V « > / V  ü ç ü n  \zn - z \ < e  ö d ə n i r .  Y ə n i

И « H l 1 * *1* % ~ b\ - \ z» ~ z \<e • B u r a d a n  i s ə  { a „ } - > a  v ə
|/ı I • /t n l ı t l ı f .

Лı#////A Şortn görə V f > 0  üçün 3Nx(e) varsa ki, \ / n>N l

(İVİİII 1«, f»|« -- vi) V o O  üçün 3N 2(e) varsa ki, V n > N 2 üçün

|/«„ /»| x * f l d o n i r ,  N  = m a x { / V p /V2 } i ş a r ə  e d ə k .  O n d a  V n  >  N  ü ç ü n

уи/м bllwrik: |z„ ■ x|< |a„ -  a\ + |6„ -  b\ < |  + 1  = e ▼.

Ү п ч ш ı d ı ı k ı  ( с о г с ш  y ı f t ı l ı m  k o m p l e k s  ə d ə d l ə r  a r d ı c d l ı q l a r ı
ıtt.ılıı s I) - 111111 l b « | i i | t  iMİml lnı  ı ı r d ı c ı l l ı q l u r ı n m  x a s s ə l ə r i n ə  a n a l o j i  
цtiNN»>1»и I м Л у К и п н у п  i ı ı ı k a ı ı  vor i r :

l ı m l  t wn) l ı tn .1 lı tıı  w,
К M ММ Ц И

l ı m ( ,  и < ) -  l ı m * „  • l i m  wMl* M W

Inn . . . . . . . . . . .  , l i m  w„ * 0  o l d u q d a .
" "  l l m w „  *♦*I» M

1,4 ч  I .11 t ıiiMikl, V n Z N  üçün \z„\< A olsun, onda { z j

,11,11, ıllıtiııiıi nitihılınl tinlıcıllıq deyilir.
U l u ı ı l l t i l ı  s Ipı l ı i ı ı  ı i r d i c ı l l ı q  m o h d u d d u r .  A n c a q  b u  t ə k l i f ı n  t ə r s i  

t lof trw t l c y l l
l ı  Oit'iıı i . i  l\t,ııııl<>ıı mohdud ardıcıllıqdan yığılan alt ardıcıllıq 
\t\mok olur,
/shall. A  I i n  I p o r c i n l n  i s h a t i  t e o r e m  2 . 1  v ə  y ı ğ d a n  m ə h d u d  h ə q i q i  
. ı d . ı ı l l . t r  u n l i u l l i f l l  l l v l i n  d o ğ r u  o l a n  B o l s a n o - V e y e r ş t r a s s  t e o r e m i n ə  
ı ı s u s l u m r .  | r „ |  l i r d t c i l l i ğ ı  ı n ə h d u d  o l d u ğ u n d a n  o n a  u y ğ u n  o l a n  {an }
vı> { Л Ј  u r d ı c i l l i q l ı ı r ı  d a  m ə h d u d d u r .  O n d a  \ / n > N  ü ç ü n

\a„ I + \һ„ I 5 |a(( + ib„ I -  $  + К  = К I < A Уа 2 т а Я olar. \a„ | < A ol- 
Mıığundan elə {allt | > a var ki, |д|<Л doğrudur. {a„t } alt ardıcıl-

lığına uyğun olan alt ardıcıllıq üçün yaza bilərik: |bih < A RuraH^n —

\ iJ ^



alınır ki, elə {bn } -> b var ki, {a } -» a . Onda teorem 2.1-ə əsasəıı 

yaza bilərik: {zn/ } ->z  = a + ib\ |z| < A ▼.

Koşi meyarı. \zn} ardıcıllığının z ədədinə yığüan olması üçiin ze- 
ruri və kafı şərt \ / e> 0  üçün 3N(e): V n > N  və  Vm > 0 üçiin 

\< s olmasıdır.I n+tn n I
İsbatı. ATeoremin isbatı teorem 2.1 və həqiqi ədədlər ardıcıllığt 
üçiin Koşi meyarına əsaslanır. 1
Zərurilik. {z„} ardıcıllığı yığüan o ld u ğ u ^ çü n  uyğun { a j  vs
{bn} həqiqi ədədlər ardıcıllıqları üçün Koşi meyarı ödənir.

Kaf Uik- K,+m - z „ \ <e  olmasından alınır ki, ja„+n - a„\< |z„+m - z „ \ <s

və K » ~ z . \ < e -  Bu isə Ҝ }  və {*-}həqiqi ədədlər ar-
dıcıllıqlarının yığılması üçün kafı şərtdir. Deməli, {z„} ardıcıllığı
y ığ ılırT .
T ər if Əgər VA>0 üçiin 3N(A): \/n > N(A) üçün |zn\> A olsun, 
onda \zn} ardıcıllığına qeyri-məhdud ardıcdlıq deyilir.

Misal 1.16. a) zn = z" , \z\ > 1 olduqda; b) z„ =in ardıcıllığı Vn > N
üçün qeyri-məhdud ardıcıllıqlardır.

Adi mənada bu ardıcılhqlar yığılan deyil. Ancaq elə 3zT = <x> 
var ki, limz, = oo nöqtəsi kompleks müstəvinin yeganə sonsuz

uzaqlaşmış nöqtəsidir. Bütün qeyri-məhdud ardıedlıqlar bu nöqtəyə 
yığılır. Əgər )z„> ardıcıllığı qcyri-məhdud artandırsa, onda

= — I -» о ■ Buradan sonsuz uzuqluşmış nöqtə ile hesab əm əllə-

rinin qaydası almır: — = 0 ; -  = oo; zoo  = o o ,z * 0 ; z + oo = oo;
00 0

— = o , z * CO .
00

oo±oo 0 • oo və — eməliyyatları isə qeyri-müəyyəndir.
0 oo
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Ш !  I», I tih/iı ılln)ı ilçiin lim|z(l| = oo olarsa, onda deyirlər ki,

■ I I'm It is in in həndəsi mənasına baxaq. Bu ifadə о

• Im i i h M ii Mi 11H üüvünclə  N var ki, V/i>A^üçün |z„|>Ä ödəni-

Mll Ut» о tlomwkdir ki, z„ nöqtələri mərkəzi sıfır nöqtəsində
VM ittduıııı H olan dairədən kənarda yerləşir. Bu çoxluq 
dhihu/IiiAuii nirwft adlanır. Deməli, zK -ao nöqtəsi о vaxt { z j  

*İHfinnıııı llmlti adlanır ki, zK = a> nöqtəsinin istənilən ətrafında 
lnı unlit 1П1Д111 ya biitiin hədləri, ya da sonlu sayda nöqtələrini 
1, ıiiıını|lıi i|ulıin İKKllwri yerləşir.

Molııllklu, г, *00 odədinə simvolik olaraq sonsuz uzaqlaşmış
ll> п |l 11 нуДнИ qoyulur
h u f f  к  I ı«(/»/ı'A v miistavi sonsuz uzaqlaşmış nöqtə ilə birlikdə ge- 
lUfltiHitıi) Ам/м/*Л Л % müsiovi adlanır.

I I Slt'i t-oqrafik proyeksiya. R im an sferası

1 iı>ııl|f|ıiM(tıiy kompleks müstəvinin həndəsi təsvirini verək.
I H/ıtdıt dlUbucuqlı OÇtiÇ koordinat sistemi və mərkəzi

п II 1 j м I • • 11 < I >. 11111 к I olan, radiusu i - ə  bərabər, kompleks müstə-

vlytı loHiııiıi П V nIc rasına baxaq. OÇr) müstəvisini z komple ks 
ııılİNlnvİNİ İIm (Ul 1Ыи sıılaq. S sferasınm tənliyi

. koıııplcKs ıııÜNluvisimn hər bir M nöqtəsinə NM şüasmın 
S NİbrUNl Iltı  к > » М ) и ы  ııüqtəsi olan M  nöqtəsini qarşı qoyaq. EJu- 

Itoi l l ı ı  sfcra i l o  k o m p l e k s  ınüstəvinin nöqtələri arasmda qarşılıqlı 
tıygunluq yaradllir () ııöqtəsinə diametral əks istiqamətdə yerləşən 
N nöqtosint» z k o m p l e k s  müstəvinin heç bir nöqtəsi uyğun deyil. 
llyğunlugıın qaryılıqlı hırqiymətli olması üçün z kompleks müstə-

*м»/м >lln\ı u m iu lu ftu  yığılır vəlim z =00  yazırlar.

III
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visinə z, = oo nöqtə sini də əlavə etmək lazımdır. N  n öqtəsinə 
zT -  oo nöqtəsini uyğun qoysaq, alınan uyğunluq <p-.z~>S qarşıhq- 
Iı birqiymətli olar. Aydmdır ki, kompleks m üstəvidə zx = oo nöq- 
təsinə yığılan { z j  çoxlüğüna S sferasmın N  nöqtəsinə yığılan 
nöqtələr çoxluğu uyğundur.

Genişlənmiş kompleks müstəvi ilə S sferasmın nöqtələri ara- 
sındakı bu cür uyğunluq qarşılıqlı birqiymətlidir. Bu uyğunluq ste- 
reoqrafık proyeksiya adlanır. S sferasına isə Riman sferası deyilir.

M  nöqtəsinə z  kompleks müstəvinin A#tıöqtəsinin S sfera- 
sı üzərində stereoqrafık proyeksiyası deyilir. Əgər M  nöqtəsi me­
ridian boyunca hərəkət edirsə,
NM şüası z kompleks müstəvi- 
sində О nöqtəsindən çıxan şüa 
cızır. Əgər M  nöqtəsi paralel 
boyunca hərəkət edirsə, NM şüası 
z  kompleks müstəvidə mərkəzi О 
nöqtəsində olan çevrə Cizır 
(şək.10). Buradan alınır ki, sfera 
üzərində koordinatlar şəbəkəsi 
kompleks müstəvidə polyar koor­
dinatlar şəbəkəsinə keçir. Bu za- 
man sfera üzərində meridianlar və paralellər, eləeə də kompleks
müstəvidə polyar koordinat xətləri bir-biri ilə düz bucaq altında
kəsişirlər, ba:>qa sözlə, bueaqlar saxlanılır.

Bu cür uyğunluq zamanı z = 0 kompleks ədədinə sferamn 
0 (0 ;0 ;0) nöqtəsi, eyni arqıımcntli kompleks odədlərə (koordinat 
başlanğıcından çıxaıı şiialuru) meridianlar, modulu (|z |) eyni olan

kompleks ədədlərə (myrk«/.i koordinat başlanğıcinda olan müstə- 
vinin çevrələrinə) -paralellor uyğun qoyulur.

Kompleks ədədləri (z , =ooda daxil olmaqla) Riman sferası-
nın nöqtələri vasitəsilə təsvir etmək olar. Bu zaman yığılan kom­
pleks ədədlər ardıeıllığı Riman slerasında yığılan ardıcdlıq kimi 
təsvir olunur.
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М с г е о ц г и П к  p r o y o k s i y u  z a m a n ı  ç c v r ə - ç c v r ə y j ,  m ü s t ə v i n i n  
I " ' i r hi n y r l l o r i  ı ı r a s m d u k ı  b u s a q  o n l a r i n  R i m a n  s f c r a s ı  ü z ə r i n d ə k i  
" I ' i ' i / l i i i I ı ı r u N i n d a k ı  I n ı c u ğ a  k c ç i r .

Indi isu z * x + iy k o m p l e k s  ə d ə d i n i n  M{x\y\0) n ö q t ə s i r ı i n
ЦнимllıııılInn ilo onun sfera üzərindəki təsviri olan nöq-
lıi'ıiııııı koordimıllııri ıırasindakı əlaqəni ifadə edən düsturları tapaq: 

M( wy \ 0 ), м { $ \т о  və jV(0;0 ;1) nöqtələrinin bir düz xətt 
ıi/ui ııiıln yerloymosini nəzərə alsaq, yaza bilərik:

£ _  0  tj  _ 0  _  Ç - Q

x 0 у - 0 0 -1

.2 _  ^ 2 +  r f
X + y

ı - £
V

ı - c

( 2 )

(1)

( l - O 2
M in и 111 • ’< н 1111 \  Nlernsi iizərində olduğunu nəzərə alsaq:

I V  1
гV » ч ' «

Ml mıı I

(> I I ‘ )|| o '  С ( \ x 2 + y 2

, £ 2 + tj2 = С, - Ç2 olar. Bunu (2)-də nəzərə

0 - 0
с

ı - C
alarıq.

Иш in Inn ; I У
(3)

I ♦ J r + p "
ulıııq I in ll ( \)-[\ (l)-də nəzərə alaq. Onda

x
\ + x + у 

У
1 + x2 + у 2

(4)

N o h a y e t ,  u l i r i q :

j: _Ç “
1 + 2

T ; '/
1 +  *1

о
1 +  !z|

(5)

Bu düsturlar stercoqrafik proyeksiya düsturları adlamr. Kom ­
pleks miistəvidə M(x\y,0) nöqtəsinin z = x + iy koordinatlarmi bi-
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lərək, onun sfera üzərindəki təsviri olan M(Ç\rj'Ç) nöqtəsinin ко- 1 

ordinatlarmı və tərsinə, tapmaq olar.
M isal 1.17. z = 1 + л/з/ nöqtəsinin stereoqrafık proyeksiyasım tapm 
və qurun.

Həlli. z = l + V3i, x = 1, y  = J l .  Onda |z| = ф 2 + (л /3 )2 = 2 . Stereo- 
qrafık proyeksiya düsturlarım tətbiq etsək, alarıq:

<? =  ■ У
1 + Ы ' 1 + z ’

л 4 f i

1+ z

л  *  п  •
I  axtarılan nöqtədir(şək. 11).

ч5 ’ 5 5

Stereoqrafık proyeksiya 
mühüm xassəyə malikdir. Stereo- 
qrafık proyeksiyada kompleks 
müstəvidə çevrə Riman sferasmda 
çevrəyə keçir və əksinə, Riman 
sferasmda N polyusundan kçç- 
məyən çevrələrə kompleks müstə- 
vidə çevrələr uyğundur. Bunu z 
kompleks müstəvidə mərkəzi ko­
ordinat başlanğıcında və radiusu 
R -  ə bərabər olan çevrə üçün 
göstərək.
İsbatı. ▲ x 2 + y 2 = R2. Buradan \zf -  R2

Şəkil 11.

у 2 =?72(1 + R2)2 . Onda £ 2 +т]2 = • R 1

|г| =  Д .  л 2 = Ç2(\ + R 2)2,

. 9  л 2_
(\ + R 2y  ' ^ *  I + R 2 '

N  polyus nöqtəsindən keçən çevrə isə xüsusi hal təşkil edir. 
Bu çevrə Riman sferası ilə AÇ + Brj + CÇ + D = 0 müstavisinin kə- 
sişməsidir. Burada С + D = 0. Başqa sözlə, 
j  + В т] + СÇ + D — 0

Stereoqrafik proyeksiya düsturlarını tətbiq etsək, alarıq:
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4 ' I f| 1 I Г  И \ i) (). Sontıncu bnrııborliyin һнг №■
I'M Ч*Г 4 ?

hriiitl I t  |/ |' IHI v u r s a q ,  ı ı l ar ıq :  Ax + By + ( C  + D)\zf + D •  0 .
» il> 0  o l d u ğ u n d a n  Ax + By + D = 0 . B u  i s e  k o m p l e k s  m ü s t e v i d o  
d i l l  • hitn l i n i l l y i d i r .  B c l n l i k l o ,  N p o l y u s  n ö q t ə s i n d o n  k c ç o n  ç e v -  
м у м  Ь и|П| )1икм m Ü N t o v i d t )  d ü z  x ə t t  v e  t e r s i n ə ,  k o m p l e k s  m ü s t o v i d o  
(•İHllllniı A v - i B y + D *  0 d ü z  x t f t t ə  R i m a n  s f e r a s ı n d a  N p o l y u s  
HOi j i ı i ü i n ı l nn  k c ç ı t n  ç c v r n  u y ğ u n d u r .
iSlldrtl  I I N. K o m p l e k s  m ü s t ə v i d ə  | z | > 3  b ə r a b ə r s i z l i y i  i l ə  v e r i l m i ş
110| | 1и 1н|  t , <> x l ı ı ğ u nu n  s t c r c o q r a f ı k  p r o y e k s i y a s m ı  t a p ı n  v ə  q u r u n .  
тт<  Ovvolco |z| =  3 ç e v r ə s i n i n
н1»ч»чН|ГпПк p r o y e k s i y a s ı n ı  q u -

t«иI llu + ^ 3 = - ^  ( r  = 0,3) 

ym nnldir Bıı, çevrə Riman sfe-

Irtnmin С - — müstəvisi ilə kə- 
* 10

MyııutNİ ( ç t r i x l ə n m i ş  s a h ə )  a x t a -  
n l ı ı n  s'<’x l u q d u r ( ş ə k i l  1 2 ) .
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II FƏSİL. K O M PLEK S DƏYİŞƏNLİ FUNK SİY ALA R

§ 3. K om pleks dəyişənli funksiya anlayışı

Tutaq ki, kompleks müstəvidə E çoxluğu və Vz e £ 
nöqtəsinə müəyyən w kompleks ədədini uyğun qoyan z -> w 
qanunu verilmişdir. Onda deyirlər ki, E çoxluğunda kompleks 
dəyişənli f ( z ) = w  funksiyası verilmişdir. ф  çoxluğu / ( z )  
funksiyasmm təyin oblastı, uyğun w nöqtələr çoxluğu olan M 
çoxluğu isə qiym ətlər çoxluğu adlamr. M əsələn, w - z 2 funksiyası 
hər bir z = x + iy kompleks ədədinə
w = z2 = (x + iy)2 = x2 - y 2 + 2ixy kompleks ədədini qarşı qoyur.

M isal 2.19. w = az + b ; w - z " ; w = -  funksiyaları kompleks dəyi-
z

şənli funksiyalardır.
Əgər E çoxluğunun hər bir z e  E nöqtəsinə M  çoxluğunun 

yalmz bir w e M  nöqtəsi uyğun qoyulıırsa, onda funksiya birqiy- 
mətli, əgər E çoxluğunun hər bir nöqtəsinə M  çoxluğunun iki və 
daha artıq nöqtəsi uyğun qoyulursa, onda funksiya çoxqiymətli və 
ya sonsuz qiymətli adlanır. w e M  nöqtəsinə z e E  nöqtəsinin ob- 
razı, z e E nöqtəsinə isə w e M  nöqtəsinin proobrazı deyilir. f ( z ) -  
in vcrilməsi E -> M inikasının vcrilməsi dcməkdir.

Müstuvi vo ya üçölvülü dckart koodinat sistcmində kompleks 
dəyişənli funksiyanın özünü п с с й  aparmasını qrafik vasitəsilə təs- 
vir etmək olmaz. Iiuuu təsvir ctınək üçün w = J'(z) funksiyasmın 
əyriləri və oblastları hansı çoxluğa inikas etdirdiymı m üəyyənləş- 
dirmək lazımdır.
M isal. 2.20. w = z : funksiyasının radiusu R olan daırənin birinci 
rübə düşən hissəsini hansı oblasta iııikas etdirdiyini tapın.
Həlli. н- və z dəyişənlərini üstlü formada yazaq. 
z = re'"', н’ = pe '" . w = z 2 olduğundun ya/a bilərik,
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** (м ' )  t 
glHHHIM И, I 
MiI UI h H i IHIII

#1*11111111 
11« » - Һ , Ş  -О 
llliHMftl И’
Miiutlh 1*111111
1н м | | | | |  ' М И Ш И Н

Il u r a d a r ı  a l ı n ı r  k i ,  p - r , 0 = 2</>. U u  i s o  o n u

' (t |»<иt,iiNinn koçor; r = R, 0<cp<^  dairəsinin dörd də biri

Ц I) t) ■ л  yarımdairəsinə keçər. Xəyali oxun 0 < r < R ,

 ̂ IUHVHHI 0 < , p < R 2, Ө = л  parçasına keçər(şək. 13). D çox-

lııyıinıııı Һнг bir z nöqtəsi E yanmdariəsinin daxili w nöqtəsinə 
кмунг

I »  ( fiv olduqda f ( z )  = w = u + iv = u(x,y) + iv(x,y).  Deməli, 
/(#) hınksiyasımn verilməsi eyni zamanda iki həqiqi dəyişənli 

ItıııUiyııııın vcrilməsi deməkdir. Ona görə də kompleks dəyişənli 
llılıkllytınm xassələri iki həqiqi dəyişənli funksiyanın xassələri ilə 
ııilloyyun olunur. M əsələn, w = z2 funksiyası üçün u(x,y) = x 2 - y 1, 
г( »,,V) ■ 2xy ■

E və M çoxluqlarının strukturları m üxtəlif ola bilər. Biz E 
vo Л/ voxlu4İarının kompleks müstəvidə oblast olduğu hallara ba- 
NNCugıq.
IbriJ'. Kompleks müstəvinin näqtələr çoxluğu olan G çoxluğu 
>ıyı£ı<lakı şərtləri ödəyərsə, ona oblast deyilir.
I ) Vz с G nöqtəsi G -nin daxili nöqtəsidir.
.’) Vz,,z, e G nöqtəlorini, ancaq G -nin nöqtələrindən ibarət sonlu 
Hiıycia sınıq xətlə birləşdirınək olar.
Misul 2 .2 1 . a ) |z |< l oblastdır; b)|z| < 1 oblast dcyildir.

lo r i f  Kompleks müstəvinin m ərkəzi z0 nöqtəsində və radiusu e 

tılun çevrənin \ z - z 0\<£ daxilindəki nöqtələr çoxluğuna z0 nöqtə- 

\inin e ətrafı deyilir.
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T ə r if Əgər z0 rıöqtəsinin |z -  z0\< s ətrafından olan bütün nöqtə- 

lər G çoxluğuna daxildirsə, onda z0 nöqtəsinə G çoxluğunun da- 
xili nöqtəsi deyilir,
M isal 2.22. a ) z = Onöqtəsi |zj < 1 ç oxluğunun daxili nöqtəsidir;

b) z = i nöqtəsi |zj < 1 çoxluğunun daxili nöqtəsi deyil.

Beləliklə, oblastm tərifmdənki 1) şərti göstərir ki, oblast açıq 
çoxluqdur; 2 ) şərti isə göstərir ki, oblast əlaqəli (rabitəli) çoxluq- 
dur. Deməli, oblast açıq və rabitəli çoxluqdur.
T ə r if Əgər Zq nöqtəsinin ixtiyari |z - z 0|<£-^ətrafında həm G

çoxluğuna daxil olan, həm də daxil olmayan nöqtələr varsa, onda 
z0 nöqtəsinə G çoxluğunun sərhəd nöqtəsi deyilir.

Miisal 2.23. a) z = 0 nöqtəsi |z| > 0 çoxluğunun sərhəd nöqtəsidir; 

b) z = ( nöqtəsi |z| < 1 çoxluğunun sərhəd nöqtəsidir.
Sərhəd nöqtələri çoxluğu çoxluğun sərhədi adlanır və dG, 

Г, С, I  və s. kimi işarə edilir. Sərhəd nöqtələri çoxluğu sonlu sayda 
nöqtədən və ya bir nöqtədən ibarət ola bilər ( |z| > 0 çoxluğunun bir

sərhəd nöqtəsi var).
T ə r if G çoxluğu ilə onun sərhədinirı dG birləşməsi çoxluğun qa- 
panması adlanır və G = GlJdG kimi işarə edilir.
( |z |< l çoxluğu qapalı çoxluqdur). Genişlənmiş kompleks müstəvi-

də qapalı çoxluq kompakt çoxluq adlanır.
M isal 2.24. Açağıdakı bərabərsizliklər sistcmi ilə verilmiş çoxluğu 
təsvir edin.

1 < \z + /I < 2
l\y

тс n— < arg z < — 
4  2

Həlli. Birinci bərabərsizliyə uyğun olan f  7 q
çoxluq mərkəzi -  i nöqtəsində və radiusla- [ ! ■/'
rı 1 və 2  olan halqadır və halqanın sərhəd- \
ləri bu çoxluğa aid deyil. İkinci bərabərsiz- 4  ̂^ ,

lik isə ç  = (dördüncü rübün tənböləni) ş ə

/ О д -

ki l  14.
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tllıılıııı (OY oxunun müsbət istiqaməti) arasında qalan

мм.,' I 'i «»ч lup.ıulııı. Şüular bu çoxluğa aid deyil. Deməli, axtarılan 
Mtll't'i viM llınl^ çoxluqlartn kəsişməsidir(şək. 14).
MImI l l* . |ı 2 + /| = |z + 5 -2 ı| bərabər-
Hylltl 'ıluyun nöqtələr çoxluğunu z
  |ilı !■ mÜNtovisındə təsvir edin.
Ih lll (jcyd edok ki, |z - z 0| ifadəsi z və

(HH)inlnri nrıısındakı məsafəni göstərir.

• >mı uftro du vcrilmiş bərabərliyi belə də 
Ihişm ıtOynıuk olar: a = 2 - i  və b = -5 + 2i 
ıııtı|in|niıııdıtn bərabər uzaqlıqda olan 
Il0ı|ln|ni’ çoxluğunu tapın. Məlumdur ki,
,ı Vıı /» nöqtolərindən bərabər uzaqlıqda 
ııİMIt nflqtolər çoxluğu ab parçasının or- 
lıitıllltlıin ( с orta nöqtə) keçən və ona perpendikulyar olan düz xət- 
ılniı Ihıırntdir. Parçanm orta nöqtəsinin koordinatları isə onun 
ııygıııı ııc ııöqtələrinin koordinatlarının cəminin yarısı kimi təyin 
ıulildiyindən yaza bilərik:

2 5 . - 1  + 2 3 .1
2

У

/
b /

/

2

— 5 f s ^ ş j 2  x

/
а

Şəkil 15.

I - • + I ■ • + 1■
2 2

Deməli, axtarılan nöqtələr çoxluğu

, _ .. z. + / 1  nöqtəsindən keçən və ab parçasına perpendikulyar 
2 2

müstəvidə 

bərabərsizlikləri ilə vcrilmiş

ıılıın düz xəttdir(şək. 15).
Mlsul 2.26. Kompleks

г -  2i\ < 2

1 < Imz <3
nöqtələr çoxluğunu təsvir edin.
Ilolli. \z-2i \  < 2 bərabersizliyi onu göstə-

rir ki, z nöqtəsindən z„ = 2 i nöqtosinə 

qedər olan məsafə 2 -dən kiçikdir. Ona 
görə də Iz -  2/1 < 2 bərabərsizliyini ödəy-

on nöqtələr çoxluğu mərkəzi 2i nöqtə- 
sində və radiusu 2 -yə bərabər olan dairənin daxilidir.
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1 < Im z < 3 şərti isə onu göstərir ki, z nöqtəsinin у  koordinatı 1 
3 nöqtələri arasmdadır. z nöqtələr çoxluğu у  = 1 və у  =  3 üfıqi d ü z  
xətləri arasındakı zolaqdır. Deməli, axtarılan nöqtələr çoxluğu şəj 
kildə göstərilmiş dairə ilə zoiağm kəsişməsidir(şəkil 16).
M isal 2.27. Kompleks müstəvidə 

z -  3/j < 2

F g ' bərabərsizlikləri ilə verilmiş nöqtələr çoxluğunu
6

Im z < 4 

təsvir edin.

a) v)
Şəkil 17.

Həlli. jz — Зг'| < 2 bərabərsizliyi onu göstərir ki, z nöqtəsindən

z0 = 3/ nöqtəsinə qədər olan məsafə 2-dən kiçikdir. Ona görə də

|z — 3/j < 2 bərabərsizliyini ödəyən nöqtələr çoxluğu mərkəzi 3/

nöqtəsində və radiusu 2-yə bərabər olan dairənin daxilidir(şək. 
17a)).

n
arg z -  — <— bərabərsizliyi 

6
n n n wa n 2 n—  < arg z —  < — va ya — < arg z < —  Də- 
6 2 6 3 3

rabərsizliyi ilə eynigüclüdür. Bu bərabərsiz-
liyi ödəyən nöqtələr çoxluğu OX oxu ilə

'■Ч

uyğun olaraq — və bucaqları əm ələ gəti- 
3 3

rən şüalar arasındakı nöqtələr çoxluğu- 
dur(şəkil 17b)).

Şəkil 18.
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. I ц | Ц | | н | н |  ц(1ч1п|^11 у  4  d ü / .  x H t t i i m  a i d  o l m a y a ı ı  v h  o n d a n  
у и 1 п ) н и  y n ı ı ı n m ü s U i v i d o ı ı  i b a r o t d i r ( ş ə k .  1 7 v ) ) .  D e m o l i ,  

| « | t H i l n n  1И Ч Ц " 1и 1 v ‘ >xlti|jiıı b n  ç o x l u q l a r ı n  k ə s i ş m ə s i  o l a n  « s i v r i »  
КЙМНн и*, I mu ı iq ı t l t ı c a q d ı r  ( ijiökil  I S ) .  H u  ü ç b u c a ğ ı n  s ə r h ə d l ə r i  v c -  
i i l n i l «  s > •*Iпр." m i !  d e y i l ,
Illitf l i ^ittkildo verilmiş qapalı oblastı göstərən bərabərsizlik- 
1н| feUlHllllil yu/in($ukil 19).
tb*ıi‘ ПЛм1и|||ип oblastın nöqtələr çoxluğu mərkəzi z0 = - 2 / nöq-
İHHM'lıi nlıııı vo rudiıısu 2 -yi) bərabər olan qapalı dairədən ibarətdir. 
Wlnı g/Hıı do |r + 2/ | s 2 bərabərsizliyini

Otbıvlf liiındıın başqa, bu nöqtələr təpəsi 
İHNihlıtınl baylunğıcı olan scktorun daxilində 
V*‘iİMviı Vnni onların arqumentləri 
ЖИиууии ijıorlı ödəyir. Ona görə də arqu- 
lıiHlllll hıi  ̂ qiymətindən - л- o r g  - < л  isti- 
Ы н  üimnk ulvcrişlidir. Verilmiş çoxluğun 
11<Н|1и1иП (içün argz OX oxundan saat əq- 
itilıiııiıı uksi istiqamətində hesablanır və Şəkil 19.

ılt'iıitıll, m o n fıd ir :------< a r g z < - —• Belə-
4 6

llkln, ııxiarılan bərabərsizliklər sistemi aşağıdakı kimidir.
||I • 2 i\s2  

1 l/r П
Г 4 S u r « ^ - 6

Hi/ w — / ( z )  verilmişdir dedikdə, nəzərdə tuturuq ki, bu fun­
is Mİyn z müstəvisinin G çoxluğunu w müstəvisinin D çoxluğıma 
lııikııs ctdirir.

Ogər Vz,,z2 e G və z, * z2 üçün /(z ,)  = w, * w2 = f ( z 2) olar- 
иа, iııikasa bırqiymətli inikas deyilir və G <-> D kimi işarə edilir. Bu 
lıaldıı G oblastı / ( z ) - i n  birvərəqlilik oblastı və f ( z )  funksiyası 
(/' чк) birvərəqli adlanır.
Misal 2.29. 1. w = const, w = az+b  -birqiymətli və birvərəqlidir;
2.w = z \  w - e : -  birqiymətli, ancaq bir vərəqli deyil; 3. w = 4 z -
birqiymətli deyil.
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G <-> D olduqda D -də z = cp{w) tərs inikas var və bu tərs in 
kas D -> G kimi işarə edilir. Əgər G -> D inikası birqiymətlidi: 
və birvərəqli deyilsə, onda tərs funksiya haqqmda danışmaq ol 
ancaq о bir vərəqli olmayacaq.
M isal 2 .30./ ( z )  - z 1 funksiyasının həqiqi və xəyali hissələrini 
pin.
z2 = (x + iy)2 = x 2 -  y 2 + 2xyi = u + iv .
Deməli, həqiqi hissə u(x,y) = x 2 -  y 2, xəyali hissə isə v(x,y) = 2x;ı 
olar. Bu düsturlardan istifadə edərək / ( z )  = ^ fu n k s iy a sm ın  qiy 
mətini z = x + iy nöqtəsində hesablamaq olar.
Bəzi kompleks dəyişənli funksiyaların ifadəsini verək.
Üstlü funksiya: ег = ex*iy = e'Ccos^ + i sin y ) .
Triqonometrik funksiyalar:

1 ( tz -и \ 1 l ,2 -и \ sin z cos zcosz = - ( e ‘ +e j, sınz = — (e - e  } , tgz = ------ , ctgz = -------- .
2 2i cos z sin z

Loqarifmik funksiya: Lnz = ln|z| + i(argz + 2лк ) , k e Z  . к = 0 oldu

qda loqarifmik funksiyanm qıymətinə əsas qiymət deyilir v 
ln z = ln|zj + i arg z kimi işarə edilir. Onda Lnz = In z + 2 Ш .

3.1. K om pleks dəyişənli funksiyanın kəsilm əzliyi

Əvvəlcə kompleks dəyişənli funksiyanın nöqtədə limiti an 
layışını daxil edok.
T ə r if 1. (Heyne monada), Əgor V {z J-> z0 üçürı uyğun funksiya
lar ardıcdlığı {/(z„)}-+w 0 olarsa, onda deyirlər ki, w0 komplek
ədədi f ( z ) ,  z e G  J'unksiyasımn z0 e G  nöqtəsində limitidir.
Qeyd. z0 e G nöqtəsi G çoxluğunun limit nöqtəsidir.

T ə r if Əgər z 0 nöqtəsinin ixtiyari otrafında G çoxluğunun z0 -də

Jərqli nöqtələri varsa, onda z () nöqləsinə G çoxluğunun limit nöq
təsi deyilir.
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M .tf I  iSnfii nınnadaj i/^o r  V /r> 0  üçün ЗЛ(а,z0) >() varsa kl, 

m | |  #H| • ,4 nldtıqda | / ( r )  w0| < e olsun, ornla w„ kompleks 

А Ј̂И^мы Ц /)  i t. 0  funhtiyasimn z0 nöqtəsində limiti deyilir vb 
M h  11,40 tullUr:

lim /(z ) = w0
«-♦«II

IM .I  I II р zn| < Ö çoxluğuna z0 nöqtəsinin deşilmiş S otrafi

. lilt- nözlo, merkezi z0 nöqtəsində və radiusu S olan da-
HMMlM * ııOqltıxindnn başqa daxili nöqtələri çoxluğu.
U H il I I Imltin llcyne mənada tərifindən fərqli olaraq, bu tərifın 
нм. и,I |„ vn w0 in sonlu qiymətləri üçün mənası var.

llcyne vo Koşi mənada təriflər ekvivalentdir. 
h tw th  >1 (Koşi -> Heyne). Tutaq ki, f ( z )  funksiyası tə rif 2- 
Ml Oılnylr, V /;>0 götürək və uyğun J(^ )> 0 seç ək . İxtiyari 
( f g l* ! , ,  urdıcillığına baxaq və N(<5(e)) = N (e ) : \ /n>N{e)

i  * |l„ • # ıı |< Ö şərtini ödəyən N ( s )-nu tapaq. T ərif 2-yə görə

VM * V(A') üç ün 0 < j / ( z n ) -  w0| < f  . £ > 0  və { z „ } -> z 0 ixtiya ri

Hİıln^u ÜÇÜn {/(z„)} -» w0. Yəni tə rif 1 ödənir.
Annloji olaraq əksini də göstərmək o la rT .
Kompleks dəyişənli funksiyaların limitinin yuxarıdakı təriflə- 

ll lınqlqı doyişənli funksiyaların limitlərinin təriflərinə analojidir. 
I iıııı ц й т  do cəmin, hasilin, nisbətin və s. lim itləri haqqında teo- 
нм|||иг do kompleks dəyişənli funksiyalar üçün qüvvədə qalır. Əgər 
у • \ m ' v  v ə  f ( z )  = u(x,y) + iv(x,y) olarsa, onda lim f ( z )  = a + bi

: -»Г(,

Inıiıiborliyi Hm u(x,y) = a', lim v(x,y) = b bərabərliklərinə ekviva-
V—*.v0
У-*Уп У~*Уо

lenidir.
Indi də funksiyanın kəsilməzliyinin tərifıni verək.

inrif. Əgər f ( z ) ,  z 6 G funksiyasının z0 e G nöqtəsində məhdud  

llmiti varsa, yən i lim /(z ) = w0 və w0 = f ( z 0), başqa sözlə,
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lim / ( z )  = / ( z 0) məhduddursa, onda deyirlər ki, f ( z )  funksiyasi 

z0 e G nöqtəsində kəsilməzdir.

Aydındır ki, / ( z )  inikası z0 e G  nöqtəsinin kiçik ö  otrafını 
и’„ = /  (z0)) nöqtəsinin kiçik e  ətrafına inikas etdirir.

Funksiyanın nöqtədə kəsilməzliyinin e - 8  dilində tərifi:
V f  >  0  üçün 3 S ( e , z o ) > 0  varsa ki, Vz üçün |z - z 0|< £  olduqda

| / ( z ) - / ( z 0 )| < e olsun, onda / ( z )  kompleks dəyişənli funksiyasına

z0 e G  nöqtəsində kəsilməz funksiya deyilir. Ф
Qevd. Bu tərif G çoxluğunun həm daxili, həm də sərhəd nöqtələ- 
rinə aiddir.
Tərif. z() nöqtəsinin elə e  ətrafı varsa ki, bu ətıafda G-nin zQ-dan 
başqa heç bir nöqtəsi yoxdur, onda z0 nöqtəsinə G -nin izolə edil- 
miş nöqtəsi deyilir.
Qeyd 1. Kəsilməzliyin tərifindən alınır ki, funksiya z0 e G  izolə 
cdilmiş nöqtədə kəsilməzdir.
Qeyd 2. f ( z ) ,  z&G  funksiyasının z0 e G  nöqtəsində kəsilməzlik
anlayısji z (l = oo sonsuz uzaqlaşmış nöqtə üçün də doğrudur.

Bu zaman Heyne mənada tərifdə {/(z„)} ardıcıllığında { z j
ardıcıllığına ixtiyari qeyri-məhdud artan ardıcıllıq kimi baxmaq la- 
zımdır.

£ - 5  dilində tərifdə isə |z - z 0j< J  şərti |z |> Ä şərti ilə əvəz 
edilməlidir.
Misal 2.31. и’ = az + b ; w = z ; w = const; w = Re z və s. funksiyaları 
bütün kompleks müstəvidə kəsilməz fıınksiyalardır. w = argz fun- 
ksiyası z = 0 ,z = <» və həqiqi oxuıı müsbət yarım hissəsindoki nöq- 
tələrdən başqa bütün kompleks müstəvidə kusilmo/.dir.
T ərif G oblastının hər bir nöqtosirıdə kosilmoz oları funskiya ob- 
lastda kəsilməzdir və bu belə işarn edilir: /'(z) « C(ü)

Analoji olaraq / ( z ) e C ( G )  və f ( z ) eC(dG)  anlayı^ları müəyyən 
edilir.

32



Bu zaman Heyne mənada z e G  və ya z e d G  çoxluqlarmdu 
knNİlməzliyin tərifındə {z„} çoxluqlarınm elemcntlori a n c a q

i b e G və ya z„ e dG çoxluqlarmdan olmahdir.

3.2. O blastda m üntəzəm  kəsilm əzlik

htrif. Əgər \ / e > 0  üçürı 3£(ff)>0 varsa ki, Vz,,z2e G  üçün
к  : , \ <S  olduqda | / ( z , ) - / ( z 2)|< e olsun, onda f ( z ) ,  z e G

kompleks dəyişənli funksiyasına G - d ə  miintəzəm kəsilməz fu n ­
ksiya deyilir.

G -nin e  qədər yaxın nöqtələri D  oblastmm 8 qədər yaxin 
lıöqtolərinə inikas olunur.

Aydindir ki, fimksiyanm müntəzəm kəsilməzliyindən onun 
ktiHİlməzliyi almır. Tərsi, ümumiyyətlə, həm işə doğru deyil.
Гиг i f  Əgər çoxluq bütünlüklə müəyyən dairədə yerləşirsə, ona 
mohdud çoxluq deyilir, yəni 3 R > 0v ə  z0: G с  {z : jz -  z0| < R) .

Əgər kompakt çoxluq sonsuz uzaqlaşmış nöqtəni özündə sax- 
lamırsa, onda o, məhdud çoxluqdur.
Teorem 3.1. Əgər f ( z ) e  C(G) və G məhduddursa, onda f ( z )  fun- 

ksiya.sı G -də müntəzəm kəsilməzdir.
Isbatı. ▲ (Əksini fərz edək). Tutaq ki, verilmiş e0 və V<5„ > 0  üçün 

hcç olmazsa iki z f ’.zj'0 : \z\n) - z 2"’J< Sn varsa ki,

|/(z 1'"!) - / ( z ' ' ' ))|>£-0. г>„ -> 0 olduqda alarıq ki, } və {z‘n)} ar-

ılıcıllıqları verilmiş bərabərsizlikləri ödəyirlər. Şərtə görə {г,(л)} 
ınohdud olduğundan ondan yığılan alt ardıcıllıq {z[n,)} ^ z ] seçmək 
olar. {z'"*1} məhdud olduğundan ondan [z\nı))-> z2 
olan ardıcıllığı scçmok olar. {z,'"''}-» z ,, 6„~* 0 olduğundan, onda 

2| = z2və fərziyyəm izə osasən | / ( z , ) -  / (z2 )| > s0, bu is ə / ( z )  fun-

ksiyasının G -d ə k ə s ilm ə z  olmasına ziddir T.
Kompleks dəyişenli f ( z )  funksiyasmı f { z )  = u{x,y) + iv{x,y) 

$i>klində göstərrrwk mümkün olduğundan (bürada u(x,y)  və
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v(jc, —həqiqi dəyişənli həqiqi funksiyalardır) aşağıdakı teorem 
doğrudur.
Teorem. f ( z )  funksiyasının G - d ə  kəsilməz olması üçün zəruri və 
kafı şərt u{x,y) və v(x,_y) funksiyalarının ( x, у ) müstəvisinin G 
oblastında dəyişənlərin külliyatına görə kəsilməz olmasıdır.

Bu teorem «kompleks ədədlər ardıcıllığınm yığılan olması 
üçün zəruri və kafı şərt onun həqiqi və xəyali hissəsi olan həqiqi 
ədədlər ardıcıllığımn yığılan olmasıdır» hökmündən alınır.

§4. Kompleks dəyişənli funksiyanın difereıısiallanması

Kompleks dəyişənli funksiyanm törəməsi və diferensiallan- 
ması anlayışları həqiqi dəyişənli funksiyalarm törəməsi və diferen- 
siallanması anlayışlarma analojidir.

Tutaq ki, /(z )e C (G ) . f ( z )  funksiyasımn arqumentin
Az = z - z 0 artımına uyğun artımını A/(z) = / ( z 0 + A z ) - / ( z 0) işarə
edək.
Tərif. Əgər Az -»0(Az = z - z 0) üçün aşağıdakı limit varsa və son-
ludursa, onda deyirlər ki, f ( z )  funksiyası z0 e G nöqtəsində dife-
rensiallanan ( və ya monogen) funksiyadır:

д f  *f
Ј 1 т о л  / ' ^

Funksiyamn törəməsini f ' ( z ) ,  w' , —  və  ya kimi işarə
dz dz

edirlər. Əgər yuxarıdakı limit yoxdursa, onda deyirlər ki, / ( z )  fun- 
ksiyasının z0 e G  nöqtəsində törəməsi yoxdur.
T ə r if Ə g ə r f ( z )  funksiyası z0 e G  nöqtəsinin müəyyon ətrafında 

təyin olunmuşsa və onun artımı tsf(z) = Abz + a ( t e ) \ z  (burada A 
ədədi Д z  -dən asılı deyil, c c ( A z )  funksiyası A z  - »  0  olduqda sonsuz 
azalandır, yən i lim a(Az)  = 0 ) şəkilində göstorila bllirsft, onda dey-Дг —>0
irlər ki, f  (z) funksiyası z0 e G nöqtəsindo diferensiallanandır.

/ ( z )  fimksiyasımn z0 e G  nöqtusindk) diferensialı df(z0) ki­
mi işarə edilir və df ( z0) = f ' ( z 0)Az kimi hesablanır.



MUmI 2.32. Törəm ənin tərifındən istifadə edərək w = z 2 funksiya- 
«llıııı diferensiallanmasını tədqiq edin.
IMIi. Ли' = (z0 + Az) 2 -  z 2 = 2z0Az + (Лz) 2 olduğundan alırıq ki,

Aw .. 2z„Az + (Az)2 ,. 4 ч _
III) — -  =  l i m  — 5-------------------- =  l ı m ( 2 z n +  A z )  =  2  z „  •

4* IО Д  2 Л:->0 Д 7  Дг-*0

IK'imıli, w = z 2 funksiyası istənilən z0 nöqtəsində diferensiallanan- 
•lıı vu onun törəm əsi f ' ( z 0) = 2z0 kimi hesablamr.

Kompleks dəyişənli funksiyamn diferensialı həqiqi dəyişənl- 
V lıınksiyanın diferensialına analoji təyin edildiyindən cəmin, fər- 
ц|, lıusilin, nisbətin və mürəkkəb funksiyanm diferensialları haq- 
qııula tcoremlər kompleks dəyişənli funksiyalar üçün də doğru qa- 
lir.

İlk baxışdan kompleks dəyişənli funksiyanın törəm əsi həqiqi 
ılıtyişonli funksiyanm törəm əsinə analoji olaraq təyin edilir.

°' Дг->0 Дz
Lakin kompleks arqumentin artımı Az nəinki Az , həm  də

ıırgÄz-in istiqamətindən asılıdır. Törəmə isə tərifə görə bu isti-
i|amətdən asılı deyil. Ona görə kompleks dəyişənli funksiyanın tö- 
roınəsi həqiqi dəyişənli funksiyanın törəm əsindən əsaslı şəkildə 
furqlənir.
Teorem 4.1. Əgər f ( z )  = u(x,y) + iv(x,y) funksiyası z0 e G  nöqtə- 
smdə diferensiallanan (monogen) funksiyadırsa, onda z0 e G nöq- 
losində Ux(x0,y0), Uy(x0,y0). Vr(x0,y0) vo vy(x0, ya) xüsusi törəmə- 
lori var və onlar Koşi-Riman şortlori adlanan şərtlərlə bağlıdırlar:

k(*o.> 'o)", 'V (W o )

İsbatı. ▲ Az = Ах + /Ay i$uro edok. Əger limit varsa, onda 0 , Az -> О 
üsulundan asılı dcyil. Ona görə də əvvəlcə Az = Ax götürək. Onda 
alarıq:

Af u(x0 +Ax,y0)-u (x0,yB)+i(v(x0 +Ax,y0)-v (x 0,y0)) 
lım—  = lım—  ----------------------------------------------------------=
Дг-л At

= ^ C W o )+ * 4 (W o )
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Az = iAy götürək. Onda alarıq:

һ т У_ = _.  | ım “ (-yo,>'o + A > Q -K W o )  + * M W o  +АУ)-УЈХр,Уо)) =
4ı -*o iAy л>'->0 Ay

= -iuy(x0,y0) + Vy(x0,y0)
Bu iki bərabərliyin sol tərəfləri bərabər olduğundan, onda 

sağ tərəflər də bərabər olar. Kompleks ədədlərin bərabərliyi ş ə r -  
tindən alarıq:

«v (-W o ) = v, (*0 > Уо ) i Uy ( *o - Уо) = “ ■Vr (xo»Уо ) • 
Koşi-Rim an şərtlərini aldıq. T ^

Tutaq ki, / ( z )  e C(G)  və f ( z ) - u ( x , y )  + iv(x,y)
Teorem 4.2. Əgər z0 =(xü,y0) e G  nöqtə sində u(x,y) v ə  v(x,y)
funksiyalarının birinci tərtib diferensialı varsa və bu funksiyaların  
(x0, y0) nöqtəsində xiisusi törəmələri Koşi-Riman şərtləri ilə bağlı-
dırlarsa, onda f ( z )  Junksiyası z0 e G  nöqtəsində diferensiallanan
(monogen) funksiyadır.
İsbatı. AQeyd edək ki, birinci tərtib diferensiallarm varlığı о de-

məkdir ki, AU = ux(x0,y 0)Ax + u (x0, y0)ky + Ç(x,y) ; lim = 0 •
14г1-*° |Az[

Analoji olaraq yaza bilərik:

Äv = v(■ К  - Уо) +  v,. (x0, у 0 )Ау + т ј ( х ,  у ) ; lim 77 |Х’^  = 0 ■
]Дг|-»0 AZ|

Ç(x,y) = Ç(x,y) + ij/(x,y) işarə cdək. Onda Koşi-Riman şərt- 
lərini nəzərə almaqla yaza bilərik:

A f  _ и ,Ax + к ,Ay + /'v,Ax + ivvAy Ç(x,y)  _
Az Ax + iAy AzAx + iAy
_ uxAx -  v KAy + ivxAx + iu , Ay Ç ( x , y ) 

Ax + iAy Аг

= « ,( -W o )  + 'Vv (W o ) + £1Ы 1

Burada limitə keçsək alarıq; |нп —  == f ' ( z a) ▼.
лr-*« Az

Q eydlər. 1. Kompleks dəyişənli f ( z )  funksiyasmın törəməsinin 
ekvivalent yazılış formaları:
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/ '  (|)  II, (л\ у) + /V, (х,у)  = V,. (х, .у) + fvt(х,у) = их(х, у)  -  iuy (х,у) =

•  y , (X , y ) - i uy(x,y)
' l'ciercm 4.2 teorem 4.1 -in tərsi deyil.

\ iım ~L- -  / '(z„ ) bərabərliyi V e> 0  üçün 3 £ (£ )> 0  varsa ki,
Al .0 /\z

A /Л Л olduqda
лAz

£: hökmü ilə eynigüclüdür. Buradan

Hİlltir ki, ogər / ( z )  funksiyası z0 e G  nöqtəsində diferensiallanan-
• I и nii (ınonogendirsə), onda o, bu nöqtədə kəsilməzdir. Tərsi, 
üımımiyyətlə, doğru deyil.
MUııl 2.33. f ( z )  = (x} - 3 x y 2) + i(3x2y - y }) funksiyasının törəməsi- 
ııt Uıpın.
Kı^i-Riman şərti istənilən nöqtədə ödəndiyi üçün tapırıq ki,
ıı,(r,y) = 3x2 - 3 y 2, vx(x,y) = 6 x y . Deməli,

('(:) = и x(x,y) + ivx(x, y) -  Зх1 - 3 у 2 + i6xy = 3(x2 + 2x y i - y 2) =

+ y i)2 = 3 z2

4.1. Kompleks dəyişənli analitik funksiya anlayışı

lor if. Əgər f ( z )  e C(G) Junksiyusı G çoxluğunun bütün nöqtələ- 
lindo diferensiallanan (manage n ) Junk sıyadırsa və / '( z )e C (G )  
knsilməz törəm ələr varsa, onda о bu oblastda analitikdir.

Funksiyanın analitikliyi / ( z ) e  Coo(G) kimi işarə edilir.
Геогет 1. f ( z )  = u{x,y) + iv(x,y)funksiyasının G oblastında anali- 
llk ıılması üçün zəruri vo kafı şərt birinci tərtib kəsilməz törəmələ- 
l'ln:и t ,M ,vT,v varlığı vo Koşi-Riman şərtlərinin ödənməsidir.

Isbatı. kZ ərurilik . /(z)eC oo(G ) şərtindən alınır ki, / '( z ) e C (G ) .  
Muradan isə alınır ki, vt ,v e C (G ). Teorem 4.1-dən alınır ki, 

Koşi-Riman şərtləri ödonir.
Kafılik. u t ,uy,vy,vr eC(G)  şərtlərindən alımr ki, u(x,y)  və v(x,y) 
lımksiyalarının birinci kırtib diferensialları var. Teorem 4.2-yə əsa-
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sən / ’(z)eC (G ) var və f ' ( z )  = ux(x,y) + ivx( x , y ) , u x{x,y),vx(x,y)  
kəsilməz olduğundan / ' (z) -də kəsilməzdir T .
Qeyd. G ələcəkdə göstərəcəyik ki, /(z)eC °o(G ) olmasından 
f ' (z)sCoo(G)  olması və ümumiyyətlə, V« üçün 3 f {r)(z) e Coo(G) 
olması almır.

4.2. Koşi-Riman şərtlərindən alınan nəticələr

1) Analitik funksiyanın həqiqi və xəyali hissəsi Laplas tənliyini 
ödəyir: Ф

+ «»• = Ам = 0; v„ + v>y = Av = 0 .
Doğrudan da, Koşi-Riman ux = , иy = - \ \  şərtlərinin birinci-

sindən x -  ə, ikincisindən isə у  -  görə törəm ə alsaq və tərəf-tərəfə 
toplasaq uu + uyy -  Au = 0 bərabərliyinin, Koşi-Riman şərtlərinin 

birincismdən у - д  görə, ikincisindən isə x -  ə görə törəm ələr al­
saq və tərəf-tərəfə toplasaq vu + v = Av = 0 bərabərliyinin doğru- 
luğunu alarıq.
T ərif Laplas tənliyini ( A u - 0 , A v  = 0 )  ödəyən funksiyalara har- 
monik funksiyalar deyilir.

Deməli, u(x,y)  və v(x,y)  funksiyalurı hum harmonik olmalı, 
həm də Koşi-Riman şərtlərini ödəmolidirlor.
Tərif. Həm Laplas tənliyini, horn do Koşi-Riman şertlərini ödəyən  

funksiyalara qurşılıqlı qoşma funksiyalar deyilir.
Beləliklə, alırıq ki, analitik funksiyamn həm hyqiqi, həm də 

xəyali hissəsi qoşma harmonik funksiyalardır.
2) Kompleks dəyişənli z = pe"1’ analitik funksiyamn 
f ( z ) - u ( p , t p )  + iv(p,(p) həqiqi və xəyali hissələri aşağıdakı müna- 
sibətlərlə bağlıdır:

=  Р “ „ I и ,  =  - p v p .

3) f ( z ) - R ( x , y ) e mx,y) analitik funksiyasınm modulu vo arqumenti 
aşağıdakı münasibətləri ödəyir.

=  Л Ф , . ;  R y -  - Я Ф  .
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)) vtı 3)-ün doğruluğunu asanlıqla yoxlamaq olar. Bunu oxucularu 
luıvıılu cdirik.

4.3. Analitik funksiyanın xassələri

1, Ugur / ( z )  6 Coo(G), onda / (z) e C{G) .
2. Ogər / ( z )  6 Coo(G) və g(z) e C<=o(G) , onda 
( / ( * )  + g(z))  e  C oo(G ), ( f ( z )  ■ g{z)) e C oo(G ),

/ (İ İ |e C o o (G ), g (* )* 0 .

3, Ogər w = /(z)eC oo(G ) funksiyasiz kompleks dəyişəninin anali- 
lik funksiyadırsa və deməli, onun qiymətlər çoxluğu D -də w 
kompleks müstəvisində ğ = <p(w) e C°o(D) analitik funksiyası təyin 
olunmuşdur, onda z kompleks dəyişəninin funksiyası olan 
/■'(z) = <p(f(z))eCoo(G) funksiyası G oblastında analitikdir.
4. Tutaq ki, w = f ( z )  = u{x,y) + iv(x,y)eC<»(G) və f ' ( z 0) *  0 , 
г0 e G . Onda w0 = f ( z 0) nöqtəsinin ətrafmda 

z = (p(w) e Coo(jw- w0| < e) tərs analitik funksiyası təyin olunmuşdur

və <p'(w0) = -
/ ' ( * , o)

İsbatı. ▲ Tərs funksiyanın varlığı üçün u = u(x,y)  və v = v(x,y)  
tənliklərinin w0 = / ( z 0) nöqtəsinin ətrafında x , y  dəyişənlərinə ııə- 
zərən həlli zəruridir. Başqa sözlə, bu tənliklər x , y  dəyişənlərini 
u,v funksiyaları vasitesilo qeyri-aşkar ifadə edir. Bunun üçün isə

u, м„
Zq nöqtəsinin ətrafındu

Vv
: o şərtinin yerinə yetirilməsi ki-

fayətdir. Koşi-Riman şnrtİHrini nəzərə alsaq, alarıq:
и. и

VC V,
=  4 . V y — UyVy - м Ј  + v y =  | / ' ( z 0 ) | * 0 .  

z = ç>(w) tərs funksiyanm varlığı isbat e d ild iT .



—  = — münasibətini qurmaqla və f ' ( z 0) * 0  şərtini nəzərə 
д-w Aw

Az
almaqla ın varlığını və kəsilməzliyini isbat etmək olar.
5. Tutaq ki, x,y  müstəvisinin birrabitəli G oblastında f ( z )  analitik 
funksiyasınm həqiqi hissəsi olan u(x, y)  funksiyası verilmişdir. On­
da bu funksiyanın xəyali hissəsi additiv sabit dəqiqliyi ilə müəyyən 
olunur.
İsbatı. A K oşi-R im an şərtlərinə əsasən naməlum v(jc,>')flınksiya- 
sınm diferensialı u(x,y)  funksiyasına əsasən birqiyr^ptli təyin olu­
nur: du = vxdx + vrdy = - u vdx + u xd y . Diferensial hesabından bilirik

ki, iki dəyişənli funksiyanı onun tam diferensialma əsasən additiv 
sabit dəqiqliyi ilə təyin etmək olar ▼.
Misal 2.34. Verilmiş həqiqi hissəyə и -  х г -  у 2 +2x malık analitik 
funksiyanı tapın.

Əvvəlcə asanlıqla yoxlayırıq ki, verilmiş funksiya Laplas tən- 
liyini ödəyir, yəni harmonik funksiyadır. Daha sonra Koşi-Riman 
^ərtlərindən tapırıq ki,

v,. = - u v = 2 v və v = иү = 2x + 2 .л у у )• .г
Bunlardan birincini x - ə  nəzərən inteqrallasaq alarıq: 

v = \2ydx = 2xy + <p(y) , burada <p(y) funksiyası у  dəyişənindən

asılı ixtiyari funksiyadır.
(p(y) funksiyasını müəyyən ctmək üçün alınan bıı sonuncu 

bərabərliyi у  dəyişəninə nəzərən diferensiallayıb, Koşi-Riman 
şərtlərini nəzərə alsaq, alarıq:
v( = 2x + <p’(y) = 2x + 2 ; (p'{y)~ 2 və ç(y)  = 2у  + с , burada с ixtiy­

ari sabitdir. Deməli, verilmiş u(x,y)  funksiyası ilə qoşma lıarrnonik 
funksiya v(x,y) = 2xy + 2y + c şəklindədir. Onda uxtarılan analitik 
funksiya aşağıdakı kimi olar:
/ (г) = и(х,у)  + iv(x,y) = х 2 - у 2 + 2x + i{2xy + 2у + с) =

= (х2 + 2xyi -  у 2) + (2х + 2yi) + с = (х + iy)2 + 2(х + yi) + ci т 

= z 2 + 2z + ci
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ft I gnidu = (« ,,« ,) , gradv = (v(, v ,).

iHrodu.gradv) = uxvx + uvvy = -u yvy + uyvy =0 . Belə ki, qradientin

HHVİyyo xotlərinə pcrpendikulyar olmasmdan alimr ki, səviyyə xət- 
Itui ( u(x,y) = C, v(x,y) = С ) qarşılıqlı perpendikulyardır.
Ninln kompleks dəyişənli funksiyalara numunələr.
I /'(;) = С funksiyası butun genişlənmiş kompleks müstəvidə arra-
lltlkdir vo f ' ( z )  = 0 .
? t (z)  = az + b xətti funksiyası bütün kompleks müstəvidə anali- 
llkılir və f ' ( z )  = a .

\ / (z) = — funksiyasi z * 0 nöqtəsindən başqa hər yerdə analitik-
z

ılir.
4 / (z) — z" funksiyası ( л - ta m  ədəddir) bütün kompleks müstəvi- 
ılo analitikdir və f \ z )  = nz" 1.
3, f ( z )  - z - x - i y  funksiyasi analitik deyil. Çünki ux = 1 * v); = - 1 . 

M l s a l  2.35. f ( z) = (xi - З х у 2) + i(}x2y -  y ' )  funksiyasımn törəmə- 
Nİni tapın.
Knşi-Riman şərtlərindən alırıq ki, и к = Зхг -3_y2, v t = 6 xy . Onda 

/ ' (z) = Зх’ - 3 у 2 + i6xy = 3(x2 + 2ixy -  y 2) = 3(x + iy)2 = 3z 2.
Misal 2.36. Xəyali hissəsi u(x,y)  = Зх + 2xy olan və / ( - / )  = 2 şər- 
lini ödəyən f ( z )  analitik funksiyasını tapın.
Həlli. Əvvəlcə tapırıq ki, vy = 2x və v, =3 + 2 y . Koşi-Riman şərt- 

lorini nəzərə alsaq: u t = 2 x .
Onda bunlardan birincini x - ə  nəzərən inteqrallasaq alarıq:

u(x,y)= Ј2xdx = x* +<p(y)< burada <p(y) funksiyasi 7  dəyişənindən

asılı ixtiyari funksiyadır.
<p(y) funksiyasını müəyyən etmək üçün alınan bu sonuncu

bərabərliyi у  dəyişonino nəzərən diferensiallayıb, Koşi-Riman
şərtlərini nəzərə alsaq alarıq:
vr = <p'(y) = - ( 3  + 2y)  vi) inteqrallasaq
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ç(y) = -  +2y)dy = - 3y - y 2 + с , burada с ixtiyari sabitdir. Demə-

li, verilmiş v(x,y)  funksiyasi ilə qoşma harmonik funksiya 
u(x,y) = x 2 - 3 y - y 2 +c şəklindədir. Onda axtarılan analitik funksiya 
aşağıdakı kimi olar: 
f ( z )  = x'  -  3у 2 -  у 2 + с + i(Зх + 2х у ) .

Şərtə görə / Н )  = 2 . Onda х = 0 ,  у  = - 1 . Ona görə də 
/ ( - / )  = 3 -  l + c + / 0 = 2 + c = 2 . Buradanalırıq ki, c  = 0.
Deməli,
/(z )  = x2 - 3 у 2 -  у 2 + c  + i(3x + 2xy) = x2 -3 у 2 -  у 2 +/(3x + 1 9 y ) = z 2 + 3iz .

§5. Kom pleks dəyişənli funksiyanın in teq rah

5.1. H əqiqi dəyişənli kom pleks funksiyanın in teqralı (-Щ
Tutaq ki, [a\b] parçasmda həqiqi dəyişənli kompleks qiymətli 

w = f \ t )  = x{t) + iy(t) funksiyasi verilmişdir. x(t),y{t)eC[a,b].  f { t )  
funksiyasmın [a\b] parçasında müəyyən inteqralı aşağıdakı kimi 
təyin olunur.

h  h  h

J f ( t ) d t  = j x ( t ) d t  + i j y { t ) d t
а  и  a

Bu halda müəyyən intcqralın analoji xassələri öz doğruluğunu sax- 
layır.

/» h  h

1. \ ( f ( t ) ± g ( t ) ) d t  =  \ f ( t ) d t ±  \ g { l ) d t
a I I  a

h  h

2-  j ( k f ( t ) ) d t  =  к j f ( t ) d l , к  = c o n s t
(I I I  I .

I) v  h

3 .  j f ( t ) d t  =  j f ( t ) d t  + I f ( t ) d t ,
I I  I I  с

4. ]f ( t )dt  = 0,  5. "\f(t)dt = - ] f ( t ) d t ,

6 .
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D oblastmda kəsilməz

5.2. Hisso-hissə hanıar əyri

Ililirık ki, müstəvi üzərində hər bir əyri parametrik şəkilde 
I ı(^), y  = y(t) ,  t e  [«;/>] tənlikləri ilə verilə bilər. BurudH 
\(Ч \(l) flinksiyaları həqiqi dəyişənli həqiqi funksiyalardır. Bu 
lllllkNİyHİar x(t)ty{t)eC[cr,b\,  yəni kəsilməzdirlər və x '( t) ,y \t)  
liıiıkNİynları [<r/;Л] — do eyni zaraanda sıfır deyillər, xa (t) + y '1 (t) ± 0. 
Mllı In bu nyriyə hamar əyri deyilir. Əgər əyri qapalıdırsa, onda 
*Ы>- x(b), y(a) -  y(b) .

Son lıı sayda hamar qövslərdən ibarət əyriyə hissə-hissə ha- 
lliıtı nyri deyilir.

rutaq ki, z müstəvisinin 
/l>) -  u{x,y) + iv(x,y) funksiyasi və 
İMtylıınğıc nöqtəsi z0, son nöqtəsi isə 
I olan hissə-hissə hamar С əyrisi
V»TİImişdir(şək. 20). С əyrisi həm 
ms'K), hr»m də qapalı ola bilər. Qapalı 
ıılılııqda z „ = z 0 olur. С əyrisini z0-
ılnli ;„-o doğru z,,z,,...,z„ , nöqtaləri
VHHİUtsilə elementar qövsləry bölək:

•** + ‘Ук (şəkil 20).
2* -  V . = Azk = Лх* + iAyk, Axk =xk -  xkA, Ayk = y k -  у кА, 

А 1.2,..., Л7 işarə edək. Azk vcktoru zkA nöqtəsindən zk nöqtəsinə 

ıloftrıı istiqamətlənmiş vektordur. |Az*| -bu vektorun uzunluğudur. 

Uni bir clementar qövsüıı ( ( zk ,;zt )) ixtiyari hissəsində uyğun ola- 

ıııq Çk -  Çk +irjk nöqtosini götürək və aşağıdakı cəmi düzəldək:

-v(Çk,rjk)Ayk) +
k= I к I

)Ал, + u(<̂ k ,rjk )Ayk)
k  =  I
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lAzJ kəm iyyətlərinin ən böyüyünü maxİAzJ ilə işarə edək.
k = \ ,n '  1

maxİAzt I -> 0 olduqda yuxarıdakı ifadə də sağ tərəfdəki cəmlərin

hər biri sonlu limitə yığılır və bu limit С əyrisinin elementar qövs- 
lərə ayrılması üsulundan və Çk nöqtələrinin seçilməsindən asılı 
deyil. Bu limitlər uyğun ikinci növ əyrixətli inteqrallara bərabərdir:

jud x -vd y  və jvdx + udy
с с

J -> 0 olduqda sol tərəfdəki cəm də sonlu limitə yığılır və
^  .

bu limit də zl( və Çk nöqtələrinin seçilməsi üsulundan asılı deyil. 
Bu limitə С əyrisi boyunca f ( z )  = u(x,y) + iv(x,y) funksiyasmm 
kontur inteqralı deyilir və aşağıdakı kimi işarə edilir:

I / (z)dz -  ^udx -  vdy + i ̂ vdx + udy 
с с с

T ə r if f ( z )  = u(x,y) + iv(x,y)funksiyasının С əyrisi üzrə inteqralı elə 
bir kompleks ədəddir ki, bu ədədin həqiqi və xəyali hissəsi uyğun 
olaraq f ( z )  funksiyasm m  həqiqi və'xəyali hissələrmin II rıöv əyri- 
xətli inteqralıdır:

J f ( z )dz  = |[w(x, y) + iv(x, y)\{dx + idy) = judx -  vdy + i j vdx + udy
с с с с

5.3. Kontur intcqralının xassolori

Kontur inteqrahnın qiyməti intcqrallama istiqamətindən asılı- 
dir. Kontur üzrə hərəkət zamanı müsbət istiqamət о istiqamət qəbul 
edilir ki, kontur üzrə hərəkət zamam oblast solda qalsın.

M üsbət istiqamətdə inteqrallamanı J/(r)c/z kimi, ya da sa-
c*

dəcə olaraq J f ( z )dz  kimi işarə edirlər. Manfı istiqamot üzrə inte-
С

qrallamanı isə j f ( z )dz  kimi işarə edirlər.
Г
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Днн/iM iitlcqmlının tərifındən alınan sadə xassələri:

I I * -  J/(z)rfz;
С

\l (t )dl »■ к [ f ( z ) d z , к = const;
С

[< Л * ) + i?(z))rfz= j/(z )e fe  + jg (z )J z .
с с

4 fJ ( z ) d z -  j f ( z ) d z  +... + J/(z)<iz 
»,!1гДЈ иг„  г,  c„

М = | л  z)|<& < MLC, burada |/(z )| < M , = Z,c -  konturun
I с с

Hfunlujudur.
iı l'ıtıuinetrə görə inteqralın hesablanması:

h

j / (  )d: = f f(z(t))z' (t)dt

Mlstıl 2.37. dz
z -z „

z = z0 + R0e v’
i ^dcp = 2m ■0 <, (p <. 2n 

dz = iRuel(pd(p 
Nnlliu nə -R0 dan, nə do z„ -d a n  asılı deyil.
1 Ihıyişənin əvəz edilməsi. Tutaq ki, 3<p(4) var ki, z = (p(Ç) fun- 
Kniyıısı С konturunu £ müstəvisində Г konturuna inikas etdirir və 
r u > .  Ck (D) funksiyasi D oblastında birvərəqlidir, D oblastı ğ 
ıllllslnvisində yerləşir vo Г konturunu öz daxilinə alır. Onda

j j \ z ) d z  =
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§6. Koşi teorem i

6.1. Köməkçi anlayışlar. Qriıı düsturu

1. T ər if Əgər müstəvisinin G oblastı üçün bütün daxilə çəkil-
miş çoxbucuqldarın sahələri çoxluğurıun Sup ( p  ), bütün xaricə

• >-

çəkilmiş çoxbucaqhların sahələri çoxluğunun In f  ( P2) -  na bəra- 
bərdirsə, yən i Pt = P, olarsa, onda G oblastına Jordan mənada öl- 
çillə bilən oblast deyilir. p  = P2 -  P -yə G oblastının Jordan məna- 
da sahəsi deyilir. —,

Oblastın ölçülə bilən olmasmın kafı şərti oblasun sərhədinın 
hissə-hissə hamar olmasıdır.
2. Ölçülə bilən G oblastında hissə-hissə kəsilməz f ( x , y ) e C ( G )  

və məhdud olan \ f (x,y)\  < A funksiyasi üçün | |  f (x,y)dxdy  inte'
G

qralı var və bu inteqral uyğun inteqral cəmləri ardıcıllığınm limiti- 
dir.
3. T ər if Əgər G oblastı üçün müstəvinin ixtiyari qapalı əyri Иә 
məhdudlaşmış hissəsi bütünlüklə G -yə daxildirsə, onda G -yə bir- 
rabitəli oblast deyilir.
4. Qrin düsturu. Tutaq ki, P{x,y),Q(x:y ) eC { G ) ,  dG isə hissə- 
hissə hamar konturdur və PK,Pv,QK.Qy е C(G’) . Onda

\Pdx + Qdy = J J ( Ö t -  Py )dxdy ■
rc; G

6.2. Koşi teoremi. Çoxrabitəli oblast hull

Koşi teoremi. Əgər /(z)eC oo(G ) və G bim ıhito li oblastdırsa, on­
da ixtiyari qapalı /  с  G konturu üçün

\, f(z)dz  = 0

İsbatı. ▲
Şəkil 21.
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Ç.,l

I  f ( z )d z  =  ^udx -  vdy +  i ̂ vdx +  udy =
У Г У

Q<‘ г г  г г  К - R

=  \\{-v х -  и y)dxdy + i \\{и. -  v y)dxdy =
С  6 '

JJ (w  r -  u v )dxdy +  / J J ( v v -  v v ) d x d y  =  0  ▼ .

G

К R

G G

Oblastın birrabitəli oblast olması şərti vacib şərtdir. Məsə- 
|»П, G oblastı dairəvi 1 < |z| < 3 halqası olan hal üçün

1'(z) = -  e <?»(G) funksiyasmı götürsək, görərik ki, f ^  -  2ш * 0 •
Z  \

liu, onunla bağlıdır ki, |z| = 2 konturu / ( z )  funksiyasmın tam anali- 

llklik oblastımn sərhədini əm ələ gətirmir.
Tor if. Əgər f ( z )  g C(G) funksiyasi G oblastımn bütün nöqtələrin- 
Ilıı analitikdirsə, onda G - y ə  funksiyamn analitiklik oblastı deyilir. 
Torif. Əgər /(z)eC oo(G ) və f ( z ) e C ( ö ) , y ə n i  f ( z ) e  C(5G) olar­

sa, onda deyirlər ki, f  (z) funksiyasi G qapah oblastında analitikdir 

f ( z ) e  Coo(G). T ərif çoxrabitəli oblast halı üçün də doğrudur.

Aftfi teoremi (ik inci). Əgər f ( z )  e Cm(G) və G birrabitəlidirsə,

ııııda j/(z)c/z = 0 ’
cG

Tcorem çoxrabitəli oblast hull iiçün aşağıdakı kimidir.
Teorem. Tutuq ki, J \ z )  e C°o(G), G çoxrabitəlidir, xaricdən C0,
duxildən isə kunturları ilə məhduddur v ə  tutaq ki,

/(z)eC oo(G ). Onda j f ( z )dz  = 0 , burada С əyrisi G oblastının
С

him sərhədidir və С = C"„ U C, U C2 U ... U C„, istiqamət müsbətdir.

İsbatı.L  С 0 konturunu С,,С2,..,СЛ konturları ilə birləşdirən və bir- 
biri ilə kəsişm əyən hamar у{,уг,..,уп əyrilərini çəkək(şək. 22). On­

da CPC„..,C„ konturları və əyriləri ilə məhdudlaşmış
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oblast birrabitəli olar. Belə ki,
У\ >7з əyriləri ilə hərəkət iki
istiqamətlidir. Koşi teoreminə (II 
teorem) görə bu oblast üzrə inte­
qral sıfra bərabərdir. Ancaq
У\'Yi'-'iYn əyriləri üzrə hərəkət iki 
istiqamətli olduğundan cəm ləm ədə
onların eəmi sıfra bərabər olar.
~ . . .  Şəkıl 22.Ona gorə də v

J/(z)cfe = j / ( z ) c /z + ...+  J / ( z ) ( / z - 0 T . Ф
c: c; c:

6.3. Kompleks dəyişənli funksiyanın qeyri-myəyyən inteqralı

1. Əgər G -birrabitəli və /(z)eC oo(G ), onda Vz,,z2 eG  üçün 

jf{^)d<^ inteqralı inteqrallama yolundan asılı deyil. Qeyd olunmuş
-I

zu e G  üçün jf(Ç)d<!; = F(z)  funksiyasi yalnız z  dəyişəninin fun-
41

ksiyasıdır.
2. Qeyri-müəyyən inteqral. Tutaq ki, G -birrabitəli oblastdır, 

/ ( z )e C (G ) ,  ixtiyari qapalı у с  G konturu üçiln j f ( 2)dz = 0- Onda
Y

^f(Ç)dÇ = F(z)  funksiyasına / ( z) fUnksiyasınm qeyri-müəyyən

inteqralı deyilir.
F(z) funksiyasının xassələri.
Teorem 1. Əgər G birrabitəli, f ( z )  <= (' (G) və ixtiyari qapalı у  с  G 

konturu üçün j /  (z)dz = 0 • Onda F(z) funksiyasi var və
У

F ( z ) e  Coo(G).

48



h l n ı l ı  А

Л#| Л' o l d u q d a .

A Ғhıııııdiin alırıq ki, lim —  = F'(z) = f  (z) e C(G) ■ Bu isə о deməköir

I Ibtidai funksiya anlayışı. Tutaq ki, / ( z )  e C (G ). Onda 
/'(l)eCoo(G) və F'(z) = / ( z )  şərtini ödəyən ixtiyari F(z)  funksiy- 
•141 / (z) funksiyasmm G -də ibtidai funksiyasidir.
(Jrydlər:
1 h\z)  -qeyri-m üəyyən inteqralı birrabitəli Ci oblastinda f ( z )  
ftinksiyasmin ibtidai funksiyasidir.
2 Əgər F(z) ibtidai funksiyasi varsa, onda onlar sonsuz saydadır və 
blr-birindən additiv sabitlə ferqlonirlər:
/•*,'00 -  F2'(z) = 0 => Ft(z) = Fj(z) + C
II. Nyuton-Leybnits düsturu. Əgər G -birrabitəli, / ( z )e C (G )  və 

Ixtiyari qapalı y a . G  konturu üçün \ f ( z)dz  = 0 olarsa, onda

= F ( z 2)~ F( z t ) , burada F{z)  funksiyasi / ( z )  funksiyasmm

kl,  / ' (z)e Coo(G). T

6.4. Qeyri-müəyyən inteqralın x a s s ə l ə r i

ixtiyari ibtidai funksiyasidir.
III. Sonlu artım düsturu , iimumiyyətlə, doğru deyil. 
/ (b) -  f ( a )  = ( b -  a ) f ' ( c ) ; с e(a\b) .
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IV. Koşi-Adamar düsturu. Tutaq ki, G -birrabitəli, /(z)eC °o(G ) və 

ixtiyari qapalı /  c G  konturu iiçün J /(£ )d £  = 0•

Onda j f ' (Ç)dÇ = f { z  + A z ) - /( z ) -

İntcqrallama yolu kirnı z vəz + Az nöqtələrini birləşdirən düz xətt 
parçasını götürsək, alarıq: £ = z + Az<9; 0 < Ө < 1; dÇ = AzJ6>.

I
/ ( z  + A z ) - f ( z )  = A z ^ f ' ( z  + AzƏ)dƏ -Koşi-Adamar d ü ^u ru .

0
V. Analitik funksiyanın inteqralını hesablayarkən inteqrallama kon- 
turunu funksiyanın analitiklik oblastından çıxmamaq şərti ilə istəni- 
lən formada deformasiya etmək olar. İnteqrallama konturunu Koşi 
tcoreminin imkan verdiyi şəkildə dəyişm əklə bir sıra inteqralları 
asanlıqla hesablamaq olar.
M isall 2.38. 23-cü şəkildə təsvir olunmuş kon­

tur üzrə (—  inteqralını hesablayın.
^  ZС

Diqqət yetirsək görərik ki, kontur heç bir 
düsturia verilməyib. Vacib olan onun başlanğıc 
və son nöqtələrinin verilməsi və koordinat baş- 
lanğıcmı neçə dəfə dolanmasıdır.

Biz konturu elə deformasiya etməliyik ki, 
inteqrah asanlıqla hesablamaq mümkün olsun.

Qeyd etmək lazımdır ki, inteqralı aşağıdakı 
iki tip kontur üzrə asanlıqla hesablamaq olar: 
birinci -həqiqi ox boyunca: dz = d x ,
.1 I

f— = In a\ ( x > 0); ik in c i-m ərkəzi z = 0 nöqt»-
I z
sində və radiusu p  olan çevrə qövsu boyuncu. I3u çevrədə z = pe'e , 

dz = ipe:t>d 0 . j —  = i ^ d 6 , burada p,<p -polyiir koordinatlardir. Onda

konturu sağda göstərilmiş kimi deformasiya etsək, yəni radiusu çev-



lit boyunca iki dəfə və q> radian bucaq qədər keçid etsək, alarıq ki, 
lllloqrul ln p  + 4m + icp -yə bərabər olar(şək. 24).

Tutaq ki, / ( z ) e C o o ( G ) .  f ( z 0), z0e G  funksiyasmı onun dG -

ttgur G oblastında z 0nöqtəsini öz daxilində saxlayan qapalı у  kon- 
lıırıınu götürsək, onda cp(z)qapalı у  konturu və dG arasmdakı bir- 
rubitəli G* oblastında analitik olar. Çoxrabitəli oblast üçün Koşi 
lcoreminə görə <p(z) funksiyasmm 3 G U / konturu üzrə inteqralı 
hifra bərabər olar.

oldıığundan alarıq ki,

Bərabərliyin sol turufindəki inteqral konturun seçilməsindən 
ıısılı deyil. Ona görə də sağ tərəfdəki inteqral da bu xassəyə malik- 
ılir. Belə olduqda inteqrallama konturu əvəzinə mərkəzi z 0 nöqtə- 

sındə və radiusu p  olan у  çevrəsini götürmək əlverişlidir. 

£ = z0 + pe"/’, dÇ = ipe'*(l<p olduğunu nəzərə alsaq, alarıq:

§7. Koşi inteqralı

7.1. Koşinin inteqral düsturu

tluki qiymətləri ilə ifadə etmək tələb olunur. ç(z) = funksiy-

Й1Ч11Ш baxaq. Aydındır k i ,  <p(z) = e Cx>(G \ z0) ■ Ona görə də,

( 1 )

Ј [ / ( # ) “ / ( г „ ) ] #  + / J f ( z 0)d<p = I  + 2m f ( z 0)+ i f ( z n)d(p = I
0 0
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I-nı qiymətləndirək. |/| < 2n  m a x ( /(£) -  / ( z 0)).

p  -> 0 olduqda £(p) -> z0 olar. / (z) funksiyasi G -  də analitik və 
deməli, kəsilməz olduğundan \/e>Q  üçün 3<J(^)>0 var ki, 

\Ç(p)~ z0\< ö  olmasmdan | / ( ^ ) -  / ( z 0)| < salın ır. Bu isə о demək- 

dir ki, p  -» 0 olduqda /  -> 0 olar.
(1) bərabərliyinin sol tərəfı və sağdakı ikınci toplanan p  -dan 

asılı olmadığından limitə keçsək alarıq.

/ ( z 0) = — f d ğ . Bu düstur Koşinin in teqra f düsturu  adla-
2лг'гсЈ. # - 2 0

nır.
Qeydlər:
1. Bu düstur həm  birrabitəli, həm  də çox rabitəli oblast üçün doğru- 
dur. Çoxrabitəli oblast halında dG  oblastm müsbət istiqamətdə ke- 
çidi olan tam sərhədidir.

2. _ _  [ J ^ L d ğ  şəkilində inteqral z 0 nöqtəsinin kompleks

müstəvidə z0 g dG şərti gözlənilməklə istənilən vəziyyəti üçün 
doğrudur.

3. Koşinin inteqral düsturu istənilon zne C ' c . G  konturu üçün 
doğrudur.

7.2. Orta qiymət düsturu. Modulun maksimumlııq prinsipi

a) Orta qiymət düsturu.
T utaqki, /(z)eC °o(G ) və z0 e G nöqtəsi birrabitoli G oblas-

tının daxili nöqtəsidir. M ərkəzi z0 nöqtəsində və radiusu R -ə bəra-
bər olan və bütünlüklə G -də yerləşən çevrə götürək. Onda

z0 g G  

Z 0 e  G
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М 1 ,,1 -Т Г  f ^ - ^ = ( f  = z„ + R e " ) . 
2 л , к - < - 2»

2т

/ ( ! „ )

з* ,
j / ( z 0 + Re'v )</р = — -  [/■(£)<&, = Rdcp
: 2ttR /

1

2лЯ
ј / (^ )с/л -bu düstur o r / а  qiymət düsturudur.

/•) Modulun maksimumluq prinsipi.
Ициг J\z)eC oo(G ) və / ( z )*  cwzs/, onda | / ( z ) |  funksiyasi özünün

mıtksinıumunu ancaq dG sərhədində alır.
Isbtılı. A(əksini fərz etməklə).
I’utaq ki, 3z0 6 G : | / ( z 0)| = M  > J / ( z ) | , V z  e  Ğ .

Л/

2яЛ„

-— < ........... [|/(£)|<& < M  . Buradan alınır ki,
2ttR0 2лЛ0

\ \ f  (ç)\ds = M  . C0 mərkəzi z0 nöqtəsində və radiusu R0 olan

çevrədir. |z — z0| = Л0, C 0 c G ,  £ = z0 + R0elıp, ds = RQdcp nəzərə al-

nıtq: |/(£ ) | = M , V ^ e C 0 üçün. Doğrudan da, \ f ( ğ ) \ i M ,  V £ e C 0 
llt;iin, fərziyyəmizə görə. İndi fərz edək ki, hər hansı£() e C0 nöqtə- 

Niııdə \f(Ç0)\<M ödənir. Onda 

/ ’(£) funksiyasi C0-da kəsilməz 

olduğundan uzunluğu L0 olan y 0 
qövsü var ki, £0 e  y0 üçün 

\('(Ç)\<M - € , £ >  0 (çevrənin

i|alan hissəsində V £ eC 0/ / 0

iiçtin \ f (ğ) \=M ). Onda
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< [ М ~ Л Һ  + = М - -—̂ — < М  . Buradan isə alırıq 
2 7rR02nR,

ki, M  < M  . Bu isə ola bilməz. Deməli, |/(£ ) | = M , V ^ g C 0 üçün. 

Buradan isə alarıq ki, \f{Ç)\ = M (£  e C', z - z 0 =R'<R0). Deməli, 

| / ( £ ) |  = M { ğ e K 0, |z -  z0| < R0)• Buradan alırıq ki, | / (z*)| = M  , 

Vz* e G . Bunu göstərək. z 0 v ə  z * nöqtələrini dG sərhədindən ən 
azı rf>0 məsafəsində olan L a G  əyrisi ilə birləşdirək(şək. 25). 
z, = C„ П L götürək. | / ( z ,  )| = M ol'duğundan |/(£ ) | = M  , ^ e  / f , :

|z — z,| < Ä,, /?, > d olar. z, = C, RL götürək və bu prosesi davam 

etdirsək sonlu sayda addımdan sonra alarıq ki, \f(£)\ = M  , Kn’. 

\ z - z n\<Rr və z * e K n, Beləliklə, əgər | / ( z ) |  maksimum qiymətini 

oblastın daxili nöqtəsində alırsa, onda bütün oblastda \f(z)\ s  М. .

Koşi-Riman şərtlərindən /( z )  = analitik funksiy-
asının modulu və arqumenti üçiın Rs -  /M>( ; = -/?Ф у münasibət-

lərindən alırıq ki, | / ‘(z)| = cow.v/, Vze 6’ . Bıı isə şərtə ziddir. Beləlik- 

lə, isbat ctdik ki, əgər |/(z )| * const, onda о öz maksimum qiymətini 

daxili nöqtələrdə ala bilməz. Ancaq \f(z)\ lııııksiyası G -də kəsil-

məz olduğundan, onda o, maksimum qiymətini lıor hansı z e G  
nöqtəsində almalıdır. Deməli, ] / (z ) |  max qiymətini surlıəd nöqtələ-

rində alır ▼.
Q eydlər:
1. Əgər / ( z ) e C o o ( G )  və / ( z ) ^ 0 , V z e G ,  onda modulun mini-

mumluq prinsipi doğrudur. İsbat etmək üçün <p(z ) = * funksiya-
f ( z )

sına baxmaq və modulun maksimumluq prinsipindən islifadə etmək 
kifayətdir.
2. Teorem həm  birrabitəli, həm də çoxrabitəli oblast üçün doğru- 
dur.
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' I Kmdəsi interpretasiya: analitik funksiyanm həqiqi və xəyali his- 
\ик>п olan iki həqiqi dəyişənli u(x,y)  və v(x,y) funksiyaları G-də 
l ı tkal  ekstrumumları yoxdur, ancaq yəhər nöqtələrinə malik ola bi-
I. к Bu funksiyalarm səviyyə xətləri qapali deyil, başqa sözlə, ya G 
oblastimn sərhədinə çatır, ya da qeyri-məhdud oblast halinda son- 
sıı/Juğa uzamr. G oblastimn daxilində bu funksiyalarm bütün isti- 
qaınətlərdə ya artma, ya da azalma nöqtələri yoxdur.

V i)/(f) ixtiyari f e C  nöqtəsində kəsilməzdir. Onda z<£(3

tipli inteqral deyilir.
Teorem 8.1. Vz0 £ С rıöqtəsində F (z 0) diferensiallanandır və

İsbatı. ATutaq ki, z0,z0 + Az£C. Onda z0 g С olduğundan, 
1£0 >0 və d0 > 0 var ki, jz -  z0| < S0 qapali dairəsi С konturundan

§ 8. Koşi tipli in teqral və onun xassələri

8.1. Koşi tipli in teqral

l utaq ki, С -uzunluğu L olan hissə-hissə hamar əyridir: ^ds = I
с

о
1 /*

Iduqda F (z ) — f-— ~d% funksiyasi var. Bu inteqrala Koşi

sonlu m əsafədə dQ> 0 yerləşəcəkdir. Tutaq ki, |Az| < S0. Onda

Vcf e  С : IE -  zA> d* \ -  z» -  Azl > cL •> dr. .



2/Т
т  Я'(£ -z 0 -Az)(£-z0)

mv\f(Ç)\\/Sz\L
—   <£

2ж/0

|äz| < S < S0 olduqda alarıq ki,

AF  1 г / ( £ )  _
3 lım  = F  (zQ) = ----  ■■■ - 'vydg  ▼.

*~ °A z 2m - z 0)

Qeyd. F' ( z ) ,  z<zC funksiyasmm kəsilməzliyi analoji olaraq

|AF’(z)| qiymətləndirilməsinin köməyi ilə isbat edilir.

Teorem  8.2. z g С olduqda F(z)  e Cco(E \ С ) (Artıq isbat edilib).

8.2. K om pleks dəyişənli fım ksiyam n bü tün  tə rtibdəıı 
tö rəm ələrinm  varlığı

Teorem 8.3. z& C olduqda F(z)  funksiyasm m  ixtiyari n iiçün 
bi'ıtün tərtibdən kəsilməz törəmələri var və

n\ f / ( # )F w (z0) = —  [ , t dğ .
2 m > ( Ç - z X

Bu teorem riyazi induksiya mctodu vasitəsilə isbat edilir.
Teorem 8.4. (Əsas). Əgər f { z )  e C<x>(G), onda \fn və V z e G

üçün 3 f M (z)eCoo(G) .
İsbatı. ATutaq ki, z0 e G .  z0 nöqtəsini öziində saxlayan və G - də 
qalmaqla z0-a sıxıla bilən С konturunu quraq. Onda Koşinin inte-

1 f* (di}
qral düsturuna görə / ( z 0) = —  \-( r d Ç . Bu, isə Koşi tipli in-

2 m * { ğ - z 0)

teqraldır. 3 / ("}(z0) = d ç . Buradan alınır ki,

f in)( z ) eCoo(G) ,  Vz0 g G T .
Beləliklə, əgər F(z)  funksiyasi G -də analitikdirsu, oııda onun 

G -də bütün tərtibdən kəsilm əz törəmələri var. Bu, kompleks dəyi- 
şənli funksiyam həqiqi dəyişənli funksiyadan fərqləndirən əsas
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\iisusiyyətdir. Belə ki, həqiqi dəyişənli fımksiyanm birinci tərtib 
kiisilməz törəməsinin müəyyən oblastda varlığmdan, ümumiyyətlə, 
yiiksək tərtibli törəmələrinin varlığı çıxmır. M əsələn, y(x) = x |x|

hiiiün ədəd oxunda kəsilməzdir, onıın törəməsi y'(x)  = 2|x| də eləcə

kosilməzdir, ancaq y"(x)  yoxdur.

Mover teoremi. Əgər / ( z ) e C ( G ) ,  G -birrabitəli oblast və

(6.3-də teorem 1-ə əsasən ) z 0 və z nöqtələri G -nin  ixtiyari nöq- 
loləridir.

İnteqral isə bu nöqtələri birləşdirən və G -yə daxil olan ixti­
yari kontur üzrə götürülür. Belə ki, F'{z) = f ( z ) .  Lakin analitik fun- 
ksiyanm törəm əsi də analitik olduğundan (teorem 8.4), yəni 
/<’"(z) g  C.{G) • Deməli, F"(z) = f ' {z)  g  C(G) . T  
Qeydlər:
1. Vlorer teoremi müəyyən mənada Koşi teoreminin tərsidir.
2. Teorem 8.4 və Morer teoremi çoxrabitəli oblast üçün də doğru- 
dur.
U uvill teoremi. Əgər f ( z ) e Coo(E) və f ( z )  ф co n s t, onda z -» ос 

olduqda |/ ( z ) | —> oo.

Liuvill teoreminin digər ifadəsi:
<)gər f ( z ) g  Ссо(Д) və ЗА/ : I / (z)| < М  , Vz wçw/? f |/(z ) | miintəzəm 

mohdııddur), onda f ( z )  = const

8 3 . M orer və Liuvill teorem ləri

V / c G :  j f ( z ) d z  = 0 , on d a  / ( z ) g Cqo(G ) .
ү

Isbatı. A Teorem in şərtləri daxilində 3F(z)  = ' ^ f (ğ)dğ e Cco(G)

İsbatı. A / ' ( 2 )

ıcmin hökmüna vtsason ЗА/ : j / ( z ) |< M  var və R -  dən asılı deyil.
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= Belə i ? - i  kifayət qədər böyük ( R - > ^  
2kR" R

seçmək olar, f \ z )  isə /? -d ə n  asılı deyil. Onda bütün kompleks 

m ü stəv idə |/ '(z )| = 0 . z  ixtiyari olduğundan :/ '(z ) | = 0-bütün E

kompleks müstəvidə. Deməli, Vz üçün f ( z )  = const. ▼
Tərif Əgər / ( z )  E Cod(E) ( E -bülün kompleks müstəvi) ( z *  oo ), 
ona'a f  (z)funksiyasına tam funksiya deyilir.

Sabit olmayan tam funksiya mütləq qiym ətcə m əhdud ola 
bilməz. M əsələn, sinz və cosz funksiyaları tam funksiyalardır və 
modulca qeyri-məhduddurlar.

Qeyd edək ki, kompleks dəyişənli funksiyalarm inteqrallarını 
hesablayarkən, həqiqi dəyişənli funksiyalarm inteqrallarım hesab- 
layan zaman istifadə etdiyimiz dəyişəni əvəzetm ə və hissə-hissə 
inteqrallama üsullarmdan istifadə etmək olar.

Eləeə də qeyd edək ki, inteqrallama yolu z0 nöqtəsindən çı-

xan şüadırsa və ya mərkəzi z0 nöqtəsində olan çevrənin hissəsidir- 

sə, onda z — z0 = pe>(° əvəzləm əsini aparmaq məqsədəuyğundur. 
Birinci halda ç  = const, p  isə həqiqi inteqrallama dəyişəni olar. 
İkinci halda p  = const, <p isə həqiqi inteqrallama dəyişəni olar.

M isal 2.39. j ( \ + i - 2 z ) d z  inteqralını he-
c

sablayın. C -k o n tu ru  у  -  x 2 parabolasııun

qolu üzərində z, = 0 və z2 =1 + / nöqtələ-
rini birləşdirir(şək.26).
Həlli. İnteqralaltı funksiyanı aşağıdakı ki­
mi yazaq:
f ( z )  = \ + i - 2 z = \  + i -  2(x -  iy) -  (1 -  2x) + /(1 + 2 y ) .
Onda и -  1 -  2x ; v  = 1 + 2у  və dz = dx + idy oldlığunu nəzərə al­
saq, yaza bilərik:

ј(1 + i -  2z)dz = ј(1 -  2x)dx -  (1 + 2y)dy  + i Ј(1 + 2y)dx  -  (1 -  2x)dy
с с с
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ı \ ', onda dy = 2xdx , x e [0;1]. N əticədə alırıq:

111 2x)dx -  (1 + 2y)dy  + i |(1 + 2y)dx  -  (1 -  2x)dy  =
с

I 1
[((! -  2x) -  (1 + 2 x 2 )2x)dx  + i J((l + 2 x2 )dx -  (1 -  2x)2x)dx =
(I о
I I
|( 4x3 - 4 x  + \)dx + i J(~2x2 + 2x + \)dx =
0

( .v'1 -  2 хг + x) V 2x ' 2 x+ 1(  Һ x  + jc)
0 3

Misal 2.40. j ( z 2 + zz)rfz inteqralmi hesab-
r

Ittyin. C -k o n tu ru  |z| = l (0  < argz < яг) çev- 

hismin qövsüdür(şək.27).

I l.ılli. z - e ^  götürək. Onda dz -  iel<pd(p, 

t e~"p , z2 -  e2''" olar. Beləliklə, alanq:
/T ;r

f( r  + zz)rfz = J(e2i<" + e"’e-'v )ieivd(p = / jV'"’ + eiv)d(p =

3 i
V 1 л

■e3'” + - e 'v

0

1 Зт  İk  ^ 0  0 8— —e + e — e - e  = —
0 3 3 3

Misal 2.41. j ( 3z2 +2z)dz  inteqralmi hesab-

luym; C -k o n tu ru  AB diiz xəttindən iba- 
luklir, burada z A = 1 - / ,  zB =2 + i 
(yok. 28).
Ilolli, İnteqralnllı funksiya / ( z )  = 3z2 + 2 z  
•malitik oldıığuiKİiin Nyuton-Leybnits diistu- 
Iiinи totbiq edo biloi ik:
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f(3z2 + 2z)dz = (z3 + z2) =
г Iм

= (2 +  О3 + (2 + о 2 -  о  -  о3 -  о -  о 2 =
=  7 +  19/

1°
M isal 2.42. -р rc/z inteqralmi hesablaym. C -k o n tu rıı mər-

c ZV  ~ 3)
3

kəzi 2 nöqtəsində və radiusu — olan çevrədir.

Həlli. f ( z Q) = —  Г J .yyJ d ç -Koşinin inteqral düsturundan isti- 
2m cJ ( Ç - z 0)

fadə edək. İnteqralaltı funksiya kimi С konturu ilə məhdudlaşmış

dairədə analitik olan / ( z )  = —  funksiyasmı götürək. Onda alarıq:
z

f - 4 — rrfz = f / ^ r r f z  = 2 ® /(3 ) = — —
* z ( z - З) J ( z - 3 )  3

f eMisal 2.43. \- --dz inteqralmi hesablaym. C -k o n tu ru  i nöq-
c V  -  Ч

təsini miisbət istiqamotdv) bir dofə dolanan qapalı konturdur.
Həlli. f { z )  = ez funksiyasi С -  konturu ilə mohdudlaşmış oblastda

analitikdir. f ■■̂ - \ - — d£  = —  / (л)(г0) düsturundan istifadə etsək
Ш - г Х  n\

alarıq:

f— -— -d z  = f " ( i )  = -л -sin 1 + /;rc o s l
Һ г - i Y  2 ! У

Əgər f { z )  = u(x,y) + iv(x,y) olarsa, onda z miistəvisində yer- 

ləşən AB qövsü üzrə inteqral j f ( z ) dz =  ju d x -v d y  + i jvdx + udy
ј Л В  kjAB

60



Iır.iıını ilə hesablanır, başqa sÖzlə, əyrixətli inteqralların c.mıi kiım 
ılmk) edilir.
in qövsü param etrik şəkildə verilm işsə, yəni z(t) = *(/) ı iy(t),

I 12 olarsa, onda \ f ( z)dz  = ]f(z(t))z' (t)dt . AB qövsü
r,

ımuıyyon çevrənin bir h issəsi olduqda bu diisturdan istifadə etm ək 
■Iverişlidir.

\lisa l 2 .4 4  Jzäfz və Jzdz inteqrallarmı hesablaym , bıırada 0/4:
O /f  OA

I ) , 0  v ə  z2 =  1 +  z nöqtələrini birləşdirən  düz xətt parçasıdır;
• )( )(0;0), A( 1; 1) və B(1;0) nöqtələrini b irləşdirən OBA sınıq xətti- 

ılir,
//.»///, Burada f ( z )  = z = x - i y  və dz = dx + idy olduğundan inte-
• |i alı ikinci növ əyrixətli inteqral vasitəsilə  aşağıdakı kimi yazırıq:

I zdz  =  | ( x  -  iy)(dx  +  idy) =  j x c / x  +  ydy  +  /  -  y d x ,
O /f 0 /4  О / 1 (3/)

.1 (inteqrallama yolu -  x , 0 < x < 1 düz xətt parçası olduğu iiçiin
I

f zdz = Ј2л'Јх = 1;
(Ч о
Һ) inteqrallama yolu iki OB{y = 0,0 < x  < 1} və BA{x = 1,0 < у  < 1} 
piirçadan ibarət sınıq xott olduğundan, inteqralı iki hissəyə bölüb 
hcsablasaq, alarıq:

I I I

\zdz = jzc/z + J zdz ~ J.x:dx + jydy  + i Јф> = 1 + /
I >,l O B  BA 0 0 0

I)eməli, f ( z )  = z funksiyasının inteqralı О və A nöqtələrin i birləş- 
dirən yolun seçilm əsiıubn  asılıdır.

jzdz  inteqralmi lıcsablayaq. Burada f ( z ) = z  = x + iy.  İnte-
O/l

t|ialı ikinci növ əyrix ;>11i iııteqral vasitəsilə aşağıdakı kimi yazaq:
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j z d z  -  j x d x  -  y d y  +  i  j x d y  +  y d x  •

0.4 ОЛ OA

Alınan ikinci növ inteqrallarm inteqralaltı ifadələri tam dife- 
rensial olduğundan inteqrallama yolunun bir halma baxmaq kifayət- 
dir. Belə ki, a) halmda parçanın tənliyi y  = x ,  0 < x  < 1 olduğun-
dan, alırıq:

1
j z d z  =  i j l x d x  =  i  ■

OA 0

İnteqralın inteqrallama yolunun formasmdan asılı olmadığını 
nəzərə alaraq m əsələni belə də qoymaq olardı: z, = 0 və z2 - 1  + /

nöqtələrini birləşdirən əyri üzrə j z d z  inteqralmi hesablaym.
OA

j f ( z ) d z  mteqralımn hesablanma üsulları
с

Birinci iisul. j f ( z ) d z  inteqralınm hesablanması
r

\ f { z ) d z =  ^ u d x - v d y  + i \ v d x  + u d y  hoqiqi doyiyonli funksiyalarm əy-
c с с
rixətli inteqrallarınm hesablanmasına gətirilir.
1. Re f ( z )  = и  , I m / ( z )  = v tapılır.
2. f ( z ) d z  inteqralaltı ifadə u d x  - v d y  +  i ( v d x  + u d y )  şuklinə gətirilir.

3. JP d x  + Q d y  şəklində inteqral ikinci növ əyrixutli iııteqrallarm he-
c

sablanma qaydası ilə hesablanır.

İkinci üsuL inteqrallama yolu parametrik şəkildə vcrilibsə, J  f ( z )dz
с

p
inteqralınm hesablanması J/(z)^z= j f ( z ( t ) ) z ' ( t ) d t  mıioyyən inte-

r а
qralının hesablanmasma gətirilir.
1 z{t) əyrisinin parametrik tənliyi yazıhr və inteqrallama sər- 
hudleri ( t = a  başlanğıc, t = ЈЗ son nöqtəyə uyğun gəlir) tapılır;
(»2



2. kompleks qiymətli z - z ( t )  funksiyasmm d z - z ' { t ) d t  difercnsiuli 
tapılır;
3. z = z(t)  inteqralaltı ifadədə yerinə yazılır və inteqral
(> p
j f(z(t))z' (t)dt  = j<p(t)dt şəklinə gətirilir;

ос a

4. Bu sonuncu m üəyyən inteqral hesablamr.
Üçiincü iisul. Bir rabitəli oblastlarda analitik funksiyalarm inteqral-

lari j f ( z )dz  = F(z) -  p { z ^) -  F (z .) -Nyuton-Leybnits diisturunun

tətbiq edilməsi ilə tapılır.
1. Riyazi analizdən məlum olan üsullarla F(z )  ibtidai funksiyasi 
tapilir.
2. Nyuton-Leybnits düsturu tətbiq edilir.

MisaS 2.45. | r ezdz inteqralmi hesablayin. Burada С konturu
с

z, = 0 və z2 =l  + i nöqtələrini birləşdirən a) düz xəttdir; b) 0(0;0), 
A (l;l)  və B(1;0) nöqtələrini birləşdirən OBA sınıq xəttidir.
Həlli.
a) Birinci üsulu tətbiq edək. İntcqralaltı ifadə Re zdz = x(dx  + idy)

şəklindədir. Ona görə do jR czdz -  jxdx + г jxdy . İnteqralı у - х ь
с с с

0 < х < 1  (z, = 0 vo z, I I / ııöqtələrini birləşdirən ОА parçasınm
tənliyı) olduqda hcsablayaq

1 1 1 + ’
J  R e  z d z  -  j x d x  +  i j x d y  J x d x  +  /  p x d x  = --------- •

С  С ('  ( 1 0  ^

b) inteqrallama yolu iki parçadan ibarət olduğu üçiin inteqralı ikı

inteqralm cəmi kiıııı ynzırıq: jRez</z = |Rezö?z + J r ezdz-  OB pra-
C OB BA

çası üçün y  = 0 , ()• л <1 və BA parçası üçün isə x = l,  0 < у < 1
olduğunu nəzərə alanıq, hər bir inteqralı əvvəlki halda olduğu kimi 
hesablayırıq
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I*Re zd z  = Јл:dx + ixdy + j"xdx + ixdy = jx d x  + / J"l • dy = — + i •
с  o n  на  a о

Qeyd etmək lazımdır ki, baxdığımız misalda inteqralalti fun­
ksiya analitik olmadığından inteqralın qiyməti bu iki nöqtəni birləş- 
dirən əyrilərdən asılı olaraq müxtəlif ola bilər.

M isa l  2 .46 .  j\z\zdz inteqralmi hesablayın. Burada С konturu |z|

çevrəsinin yuxarı yarım hissəsidir, dolanma istiqaməti isə saat əq- 
rəbinin əksinə olan istiqamətdir.
Həlli. С əyrisi parametrik z = e", 0 < t < n  tənliyə malik ol-
duğundan, ikinci üsuldan istifadə edək. Inteqralalti funksiya kəsil- 
məzdir, lalcin analitik deyil. z = e", 0 < t < n  olduğundan

z  =  e~" , izl =  1, dz = ie"dt olar.

Onda
/r д

jjzjzJz = jl • e~" ■ ie"dt -  jidt = in  alarıq.

M isal 2.47. Analitik funksiyalarm inteqralmi hesablaym.
1 I j

a) jsm 2 zdz  ; b) J—!l z—  , inteqrallama yolu i nöqtəsindən keçmir.
0  - i  ( z  ~  0

H əlli.
a) Üçüneü üsuldan istilack) edok.

1J s i n 2 zdz -  — J(1  -  c o s  2 z)d z
sin 2; / s i n  2 i = 

2 4

1 • • sh2 1 /о /=  i - i  =  ~ { 2 - s h 2 )

.2 4 4
b) Inteqralalti funksiya / nöqtəsindən başqa hər yerck-) analitik ol- 
duğundan i nöqtəsin- 
dən oo -a doğru şüa 
boyunca kəsik aparsaq, 
bir rabitəli oblast ala- 
rıq(şək. 29). Bu bir 
rabitəli oblastda intc- 
qralalti funksiya anali-

64



tik olar. Ona görə də Nyuton-Leybnits düsturunu tətbiq etıııok olııı 
və inteqralm qiyməti verilmiş iki nöqtəni birləşdirən və i nöqtəsin 
dən kcçməyən istənilən əyri üçün eyni olar. Şəkildə kəsiyin 
ınasmın iki halı göstərilir. Dolanma istiqamətləri oxlarla göstərilir. 
Alman birrabitəli oblastlarda funksiya analitikdir.
İnteqralı hesablayaq:

V dz _  - 1  
•j. (z -  i)2 z - i

1 1
1 - /  2 i

1 + i i 1 
+ 2 ~ ~ 2

Misal 2.48. jzdz inteqralmi hesablaym.
о

Həlli. Inteqralalti funksiya bütün kompleks müstəvidə analitik ol- 
duğundan Nyuton-Leybnits düsturunu tətbiq etsək alarıq:
I + / 2
J  zdz = — =  — (1 +  i ) 2 =  i 

2

M isal 2.49. dz inteqralmi hesablaym. Burada С konturu
c ( z - a ) "

mərkəzi a və radiusu R olan çevrədir.
Həili. Çevrəniıı \ z - a \ - R  paramelrik şəkildə tənliyini yazaq:

z - a -  Re,v və z = a + Re/' ,  0 < / < 2тг. Diferensialı tapırıq: 
dz -  Rie‘'d t . Bunları inteqralalti ifadədə nəzərə alaq:

r ' fe
J(* „v  J / j v m п" J>(Z ау

Burada iki hala n I vo п / I hallarma baxaq. 
n ф 1 olduqda

je ""  "V// —e 
/(1 //)

1

2лј(н-1)

İ{n - \)  

dzelkm -  1 o l d ı ı ü ı ı n d a n  a l ı r ı q  k i ,  Г-
J ( z - a ) ”

n = 1 olduqda iso

= 0
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Г --  -- -- = i fdt = 2m • 
Һ г - а У  İ

Deməli,
с dz \ 2m, n =  1

* ( z - a ) "  [ 0 ,  п Ф  1

N əticə nə я -dan, nə də R -dən asılı deyil. X üsusi halda, 
d za = 0 və n = 1 olsa, f —  = 2m olar.J «7

-я 2

dəyişər. Ona görə də = 2mk və dem əli, f -  2кш olar.
* 7 — П У 7

Qeyd edək ki, əgər nöqtə С  : \ z - a\ = R konturunu к  dəfə  do-

lanırsa, onda arqum ent 0-dan 2 ттк -ya qədər (əgər dolanm a m üsbət 
istiqam ətdədirsə, к  > 0 ; əgər dolanm a əks istiqam ətdədirsə, к < 0 )

dz л J ____ ı: Г dz

,*|=Д Z

M isal 2.50. f ( z )  = 1 funksiyasm m  başlanğıcı a nöqtəsində və sonu 
b nöqtəsində olan ham ar С konturu üzrə inteqralm i hesablaym . 
Hətli. Tutaq ki, С konturu param etrik şəkildə z(t) = x(t) + i y ( t ) , 
a  <t  < p , a -  z (a) ,b -  z(/3) tənlik lərilə verilir. Onda param etrik 
şəkildə verilm iş kom pleks qiym ətli funksiyanın intcqralm m  hesab- 
lanmäsı və N yuton-Leybnits düsturlaı ıııdan islifadv) etsək, yaza bilə- 
rik.

/1
I iy(0

p
j\dz = jz'(t)dt = \x \t)d t + i jy '(t)dt -  x(t)

С a a a

-  x ( j 3 )  -  x ( a )  + i { y { p )  -  y { c c ) )  =  z ( j 3 )  -  z ( a )  =  h  a

G örürük ki, J]dz inteqralı С konturunun form asından asili
г

deyil, yalnız başlanğıe və son nöqtələrdən  asılıdır.

M isal 2.51. Г——— d z  inteqralm i hesablaym. С konturu m ərkəzi i  
'  z 2 +  4

nöqtəsində və radiusu 2-yə bərabər olan çevrədir.
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IIəlli. z 2 + 4  = ( z - 2 i ) ( z  + 2i) olduğundan inteqralalti l'ımksıya ıkı
ınəxsusi nöqtəyə ± 2 i malikdir və 2i nöqtəsi С kontunma daxıldn 
Ona görə də inteqralı aşağıdakı şəklə salaq:

sinz

f  dz= fH 2 L d z .
* (z -  2 i)(z + 2 г) ' z - 2 i

sın z
/'(z) = --------- funksiyasi С konturu ilə məhdudlaşmış qapali dairu-

z + 2/

də analitik olduğundan / ( z )  = — - Koşi ni n inteqral
2 m ç Ç - z

diisturunda z = 2 i , f  = z qəbul etsək, alarıq: 
sin z

j‘..g_± .2/, = 2mf(2i) -  2ш = — sin(2z) =
} z - 2i \ z - 2 i  2i + 2i 2

n e~2-e~ .я  2 _2
= --------------- = z —(e - e  )

2 2 i 4

Misal 2.52. J— - — -d z  inteqralmi hesablaym. С konturu mərkəzi
с (z — 2)

0 nöqtəsində və radiusu 3-ə bərabər olan çevrədir(jz| = 3).

Uəlli. z — 2 nöqtəsi |z |< 3  dairəsinin daxilində yerləşdiyindən və 

f ( z )  = ez funksiyasi |z |< 3  qapalı dairəsində analitik olduğundan

f (" \ z )  = f— н 1,2,3,... düsturundan n = 3 olduqda
2 m f t f - z Y "

istifadə etsək, alarıq:
e: ,  f  f \ z )  j__ 2м  2m г _ m  г

J ( z - 2 ) 4 ,J ( z  2 )  3! 3! 3

Misal 2.53. J z 2dz inteqralmi hesablaym. С konturu A(-1;0),
с

B(0;1) və C(1;0) nöqtəlorini birləşdirən ABC smıq xəttidir.
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Həlli. Əyrinin parametrik tənliyi z = z(t) = x(t)  + iy(t) , a  < t<  (3 
şəklində olar. ABC sınıq xətti iki AB və BC parçalarmdan ibarət 
olduğundan və bu parçalarm hər birinin öz tənliyi olduğundan, onla- 
ra аупса baxaq:
AB parçasım у  = x  +1, -1  < x < 0 tənliyi və ya parametrik formada 
x(t) = t , y (t)  = t + l ,  və ya z(t) = t + i(t + 1), -1  < t < 0 şəklində 
vermək olar.
BC parçasmı isə y  = - x  + 1, 0 < х < 1  tənliyi və ya parametrik for­
mada z(/) = t + i ( - t  +1), 0 < t < 1 şəklində verm ək olar.

p
Onda \ f { z )dz= jf(z{ t))z '(t)d t düsturundan istifadə etm ək olar.

Г  a

AB parçası üçün z'{t) = \ + i olduğundan
0

J z 2dz = j ( x - i y ) 2dz = J(/ -  /(/ + l))2z ' (t)dt =
с  MB I

о о

= j V  - 2 it(t + ! ) - ( /  + 1))2(1 + i)dt = j(2 /2 -1  + i{-2 t2 - A t - 1 )dt =

2 v ■ t + / 2/3 - I t 1 - t
J J

I  i
3 + 3

BC parçası üçün isə z’(/) = 1 - i  olduğundan
I

j z 2dz = j ( x - i y ) 2dz = J(/ - /( -- /  + \))"z'{t)dt 
с вс о

I '
= J(f2 - 2 i t { \ - t ) - { \ - t ) f { \ - i ) d t =  j { 2 t 2 - \  + i (2t2 - 4 / i  1 )dt =

2 V — t + /
2 v - 2 12 +t

0

1 i 
3 ~~ 3

Deməli, bütün С konturu üzrə inteqral
l ı l /  
3 + 3 3 3

J z 2dz — J z 2dz + = + = olar-
BC
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Misal 2.54. Koşi teoremimi və ya törəm ələr üçiin olan Ko.şi diislıı 
mndan istifadə edərək С :\z + in\ = 2 qapalı

konturu iiçün f cos2z dz inteqralmi (dolan-
' Z 2+7T2

ına istiqaməti saat əqrəbinin əksinədir) he­
sablaym.
lləlli. z 2+ tt2 =0  tənliyi z = ±/7T kimi iki 
həllə malikdir. Ona görə də inteqralalti fun- Şəkil 30.
ksiyanm iki məxsusi nöqtəsi ± i n  var və 
- i n  nöqtəsi С konturuna daxildir. i n  nöqtəsi isə onun xarieində 

yerləşir (şəkil 30). z 2 + n 2 = ( z - i n ) ( z  + in )  ayrılışından istifadə 
edib inteqralı aşağıdakı şəklə salaq:

cos2z

S ^ L d z  = { Щ ^ -dz ■
c  Z '  +  n  Z  +  İ 7T

f  (z) = CQS- Z funksiyasi С konturu ilə məhdudlaşmış qapalı 
z -  in

dairədə analitik olduğundan /"(z) -  | J------ dÇ -Koşinin inteqral
2m ç Ç - z

düsturunda z = - i n  , f  ■ z qı>bul etsok, alarıq:

r ™ İ L tb  f M  , t  2 ш / Н ж )  =  2m CS ^ H  =
* z ~  +  n ~  f ::  ( i n )  - n i - m

=  - c o s 2от' <• " ' ' ) = - 1 ( е - 2' - е г  )

Misal 2.55. Koşi tcoromini vo ya törəm ələr üçün olan Koşi düstu- 
rundan istifadə odetmk C :|z | = 5 qapali konturu üçün

5 4 , ^

~ z-.—- dz intcqınlmı hesablaym (dolanma istiqaməti saat əq~
C  ( 2 - i ) 4
rəbinin əksinədir).
Həlli. f  (z) = z5 -  2z I 3 işa rə edək. / (z) = z5 -  2z4 + 3 fu nksiyası 

qapalı 5 dairəsiıulo analitikdir. z - i  nöqtəsi bu dairənin daxi-
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lində yerləşir. Ona görə də törəm ələr üçün olan Koşi düsturunu 
z -  i , n = 3 halı üçün tətbiq edə bilərik.

rz5 -  2z4 + 3 f f  (z) , _2л7
J ( 7  -  А 4 Г  Wc ( z - ı )  « iO -O  3!

= ^ (б О г 2 -  48/) = 2яг(-10 -  8ı) = 4к(4  -  5/)

Misal 2.56. f- .sinz - dz inteqralmi hesablaym. С konturu a) mər- 
cV + 1 6 z

kəzi 2 + i nöqtəsində və radiusu 2; b) mərkəzi -  2i nöqtəsində və 
radiusu 1 olan çevrədir.
Həlli. Inteqralalti funksiyanm sıfırlarını- məxsusi nöqtələrini tapı- 
rıq. Bunlar z, = 0 , z2 = 4 / , z3 = -4 i  nöqtələridir. Sonra isə bu nöq-
tələrin inteqrallama konturuna nəzərən yerləşm ələrini müəyyən 
edirik. Hər iki halda bu nöqtələrdən heç biri inteqrallama konturuna 
daxil deyil. Deməli, inteqralalti funksiya verilmiş konturlarda anali­
tik funksiyadir. Onda Koşi teoreminə əsasən hər iki halda, inteqral 
sıfra bərabərdir. Qeyd etmək lazımdır ki, inteqral verilmiş konturla- 
ra daxil olan və inteqralalti funksiyanm məxsusi nöqtələrinin daxil 
olmadığı istənilən oblast iiçün sıfra bərabərdir.

M isal 2.57. f sm z -dz  inteqralmi hesablaym. С konturu a) mər- 
- z3 + 16z

kəzi 0 nöqtəsində və radiusu 2; b) mərkuzi I i nöqtəsində və 
radiusu 2 olan çevrədir.
Həlli. Əvvəlki misaldakı m ühakimələrə analoji mühakimə 
yürütsək, görərik ki, yalnız z, = 0  nöqtəsi verilmiş konturlara daxil-

sinz

dir. Ona görə də inteqralalti funksiyanı z 2 + 16 şeklində yazaq. Bu-
z

rada f  (z) -  Sın-Z— funksiyasi hər iki halda verilmiş konturlarda 
z2 +16

analitikdir. Koşinin inteqral düsturunu tətbiq etsək, alarıq:

Г EEZ dz = 2 7П
l  z(z‘ + 16)

sın z
z2 +16

= 0 .
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Ill FƏSİL. KOMPLEKS DƏYİŞƏNLİ FUNKSIYA SIRALARI

§9. Analitik funksiya siralan

9.1. Ədədi siralar

Tutaq ki, {ak }”=1 ardıcıllığı ( ak ədədləri kompleks ədədlərdir)
n

verilmişdir. Sn = ^ а к n -  ci xüsusi cəmi və {Sk}"k={ xüsusi cəmlər
* = I

oo

ardıcıllığını tərtib edək. ү^ак -ədədi sırasma baxaq.
A=l

Tərif. Əgər {S*}*=1 xüsusi cəm lər ardıcıllığı S-ə yığılırsa, onda de-
со

virlər ki, ^ a k ədədi sırası yığılır. Xüsusi cəmlər ardıcıllığının li-
k-\

oc

mitinə sıranırı ^  ak - S  cəmi deyilir.
b  I

Sıranın yığılmasının zəruri və kafı əlaməti. Ədədi ardıcdlığın 
yığılmasının Koşi m eyan. V/;> 0 üçün 3N(s) varsa ki, V n > N ,
Vm > 0 üçün \SnHn -  Sn I < /; olsun, onda sıra yığılır.

Buradan sıranın yığılmasınm zəruri şərti (ancaq kafı deyil) 
alınır: n -» oo olduqda a„ > 0.
İsbatı. A Tutaq ki, sıra yığılır, onda V ^> 0  üçün 3N{s)  var ki, 
V «>/V , Vm > 0 üyün |,V/(ıfll -  Sn\< e olmasmdan almır ki, \ / n>N  

üçün |л|(+1| = |5||(||| Л'„ I • с . Bu isə о deməkdir ki, п ^ю о  olduqda

а„ -> 0. ▼
Hər bir kompleks ədədə bir cüt həqiqi ədəd uyğun olduğun- 

dan kompleks hədli sıralarm yığılması uyğun həqiqi hədli sıralarm 
yığılması ilə bağlıdu. liunu teorem şəklində ifadə edək. Tutaq ki,
a„ = a n +i f a ­

l l



ос . О С

Teorem . ак sırasının yığılması üçün zəruri və kafi şərt a k
k=  I А=1

ОС oo

V  p k həqiqi hədli sıralann yığılmasıdır. V  ak - а л -  i/3 olması
k=\ k=\

V. А

iiçüm zəruri və kafı şərt V  a,. - a  və fjt = p  olmasıdır.
k - 1 А=1

и ;? //
M ö/z. A Xüsusi cəm ləri ^  = ^ а к , An = £  a* > = X  А  kimi

A =! / Ы  k =  1

işarə edək. Onda 5 = /4 + Ш olar. 5 = Л + iB ardıcılhğmm limi-* n n n и n П '

tinin S = a  + i/3 olması üçün uyğıın həqiqi hədli və } ar- 
dıcıllıqlarının limitləri və НтЛ,, = a ,  lirn В n = p  olmalıdır. Məlum

л - » *  и -> о с

hökmdən alınır ki, {Sn}, {д,} və{/*w} ardıcıllıqlarmın yığılan olma-
x  эс o:

sı uyğun olaraq ̂ а к , ^  а к və ^  р к sıralarmm yığılan olması ilə
A = l k = I к I

eynigüelüdür. ▼
Bu teoremdən həqiqi hodli sıralar üçün doğru olan bir çox 

xassələr və hökmlərin kompleks lıudli sıralar üçün də doğru olması 
almır. Onların bəzilərini sadalayaq.

1 .T u taq  ki, ^ zk və V  и; sıra lan yığılır və onların eəmləri
k - 1 A .1

uyğun olaraq /1 və #-d ir. Onda У  (::A ı w, ) sırası da yığılır və
к I

onun cəmi A + В -  dir.
г . х

2. Tutaq ki, sırası yığılır və onun eəmi A dir. Onda ^T(Az/()
k=\ k = I

sirasi da yığılır və onun cəmi ЯЛ -  dir.
3. Əgər yığılan sıraya sonlu sayda hədd əlavə etsuk və ya çıxsaq, 
alman sıra yenə də yığılar.

K r i f  £ , «.='■. -  ifadəsinə sıranın n-ci qalığı dcyi/ir.
k -ıı+ \
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İZLJ
Belə ki, rn+m - rn = Y ^ a k = Sn+m -S„  olduğundan ədədi sıranm

k= /ı+ 1

yığılan olm asınm  zən ır i və kafi şərti: «-> 0 0  olduqda \rn | 0 ol-
masidir.
İsbatı. A Zəruhlik. Əgər ədədi sıra yığılırsa, onda I/; I = Is -  S I -> 0.

K a f l li k - i-s --s„t = 2 >A-n + l
= \r - r  | .  Tutaq ki, fr I —> 0. Buradann+m n 1 7 I n J

almir ki, V f> 0  üçün ЗЛr(e) var ki, \ / n>N  üçün \ r \ <— və
I »1 2

V« > N , V w > 0üçün Ir l< £ .  Bu isə 0 deməkdir ki,* I n+mI 2

|S„.„ -  t = k,„, -  I < sıra yığılır. ▼
ОС

T ər if Əgər ^ \ a k\<co (yığılırsa), onda sıra mütləq yığılan sıra
l<= I

У У
adlanır. Əgər а,. sırası yığılırsa, lakin 'y \a k\sırası dağılırsa,

к-1 *=l

onda ак sırası şərti yığılır.
јЫ
Aydmdır ki, əgər sıra mütləq yığılırsa, onda 0 yığılır. Tərsi, 

ümumiyyətlə, doğru deyil.
Sıralarm mütləq yığılan olmasmm kafı şərti Dalamber və Ko- 

şi əlamətləridir.
D alam ber əlam əti. Əgər müəyyən N nömrəsindən başlayaraq 

Vn > N üçün tb+L < L c \  şərti ödənirsə, onda ^ а к\ sırası yığılır.

Əgər miiəyyən N  nömrəsindən başlayaraq fjn  > N üçiin 

> 1 olarsa, onda ЈГ ак sırası dağılır.' JLLl
i a.. к=1
Limit formasında Dalamber əlaməti.
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Əgər 31 ini = L varsa, onda L < 1 olduqda ^  |ak | sirasi
/(=1

yığılır, L >1 olduqda a, sırası dağılır, L = 1 olduqda isə heç nə

demək mümküın deyil
İshatı. A Ə gər L<  1, onda 3 £ > 0  varsa ki, L < \ - 2 e

L - r e < \ - £ .  Belə ki, 31im н-И

a..
I  olduğündan 3N  varsa ki,

Уп > N L - s < а,ил < L + s  < \ -  e = q <1, К +1 \<\ап\я< <

başqa sözlə, sıra vuruğu q  <  1 olan həndəsi silsilə ilə majorantdır. 
Analoji olaraq L > 1 olduqda sıranın dağılan olması isbat edilir. ▼ 
Koşi əlam əti. Əgər müəyyən N  nömrəsindən başlayaraq X/n>N

üçiin < L < 1 olarsa, onda ^  |ak | sırası yığılır.
k = 1

Əgər müəyyən N nömrəsindən başlayaraq \fn> N üçün 

ф гп I > L > 1 olarsa, onda '*Гак sırası dağılır.

Limit form ada Koşi əlaməti.
--------------------------------------------------------------------------- CC

Əgər 31imy|«J L varsa, onda L < 1 olduqda ]Г|<з/(| sırası
A=l

yığılır, L>  1 olduqda sırası dağılır, / 1 olduqda isə heç nə
k = I

demək miimkün deyil.
İshatı. L  Əgər I < 1 ,  onda 1/; 0 varsa ki,
L < \ -  2 e  -=> L + s  < \ -  £ . Belə ki, 31ım«/| a \  L ülduğundan 3 N

varsa ki, Уп > N L -  e < Ј Д  < L + s < \ - e - q  <\ ,  \an\ < qn , başqa 

sözlə, sıra vuruğu q  <1 olan həndəsi silsilə iiə majoraııtdır. Analoji 
olaraq L > 1 olduqda sıranm dağılan olması isbat edilir. T
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9. 2. Funksional sıra anlayışı

I ııtaq ki, {uk (z)}“=1 ardıcıllığı veriimişdir və z e G .

> ’ uk (z) ifadəsinə G -  də verilmiş funksional sıra deyilir.
к I
l\)rif. Əgər Vz е G üçün uyğun ədədi sıra müəyyən w(z) əaədinə 
vığılırsa, onda G - d ə  f ( z ) = w funksiyasi müəyyən olunmuşdur ki, 
hıı da funksional sıranın cəmi adlanır, sıra özü isə G -  də yığılan 
sıra adlanır.

Əgər z e G nöqtəsini qeyd etsək, ədədi sıra alarıq. Ədədi 
sıra isə bəzi nöqtələrdə yığıla, bəzi nöqtələrdə isə dağıla bilər. 
Əgər z e G  nöqtəsində sıra yığıhrsa (dağılırsa), onda z e G nöqtə- 
мпә yığılma (dağılma) nöqtəsi deyilir. Yığılma nöqtələri çoxluğuna 
lunksional sıranm yığılma çoxluğu və ya oblastı deyilir. Yığılma

cC
oblastmdan olan hər bir yığılma nöqtəsi üçün uk(z) funksional

k=\

oc-

sırasmm öz S(z) cəmi var. Beləliklə, y \ <k(z) funksional sırasınm
*=l

cnmi S(z) yığılma çoxluğunda təyin olunmuş funksiyadır.
Əgər sıra G - d ə  yığılırsa, onda V s> 0  üçün 3N(s,z)  var ki,

V/7 > N(e, z) üçün |rrt(z)| < e olar.
Sıranın yığılan olmasıımn zəruri və kafı əlaməti.
Koşi m eyarı. Me > 0 üçün 3N(e,z)  var ki, Mn > N(e,z)  və Vm > 0
üçün |S„„,(z)-S„(2) |< f  olar.

Ümumiyyətlə, desək lıər bir z e G nöqtəsinin özünün 
N = N(e,z)  nömrəsi var, bütün z-lə r üçün ümumi N  ola bilər ki, 
olmasın.

9. V. O b la s td a  s ıran ın  m ü n təzəm  yığılm ası

Əgər V/. • 0 iiçiin 3N(e) var ki, Mn > N(s)  və Vz e G üçün
oc

eyni zamanda |/ ( )| /; olarsa, onda ^  uk (z) sırası müntəzom yı£,ı
k =I
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lır- s « t (z) sırası G -  də hər hansı / ( z )  funksiyasma müntəzəm
k=I

yığılırsa, onda bunu belə işarə edəcəyik:

Y^uk( z ) z ^  f ( z )
k = I

Müntəzəm yığılmanm zəruri və kafı şərti Koşi m eyandır: \ / s>  0 
wçäw 3N{s) var ki, \ / n>N(s) ,  Vw > 0 və Vz üçün eyni zamanda

ОС

|5w.m(z ) -5 „ (z ) |< s  olarsa, onda ^ uk(z) szrasz / ( z )  funksiyasma 

müntəzəm yığılır.
oc

İsbatı. Zərurilik . ATutaq ki, ]T ka(z) sırası / ( z )  funksiy asına
/t= l

müntəzəm yığılır: Vs > 0 üçün- 3N(s) var ki, Vn > N (f ) , Vm > 0 və

Vz üçün eyni zamanda | / ( z) -  S, (z)| < |  və | / ( z) -  S„,„(z)| < |  ol-

masından almır ki, V«>,V(^), Vm > 0 və Vz üçün eyni zamanda 

|S„+„ (z )-S „ (z ) |< £  ödənir.
Kajilik. Tutaq ki, V s >0 üçün 3N(s)  var ki, \/n > N(s) ,  Vm > 0 və 
Vz üçün eyni zamanda

| 5 „ „ ( z ) - S „ ( z ) | < £  ( 1 )

ödənir. \/n> N(e),  Vw > 0  və Vz üçün eyni zamanda ədədi sıralar
oc

üçiin Koşi meyarı ödənir, başqa sözlə, G dı> /(* )  = £  w/((z) təyin

olunmuşdur. (1 )-də m-±oo olduqda limitə kcçsnk nlarıq: V« > TV(£) 
və Vz üçün eyni zamanda \ f ( z ) - S n{z)\ < s . Buradan alınır ki, 

Vn > N{e) və Vz üçün r„(z) < e . ▼

Müntəzəm yığılmanm kafı şərti (Veyerştrass əlanıəti)

Əgər Ук > N və Vz üçün Iuk (z)| < ak, ak > 0 və
r.

^  \ak I < °o (yığüırsa), onda G -  də
İİ -I
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İ > , ( z ) r |  / (л )
Ä=l

/v/>f///. A \ fn> N(e)  və Vz üçün

У! w/< (z) -  Z M z)|< Z ö* < £ -w
k -n  +1

Miintəzəm yığılan sıraların xassələri.

I Tutaqki, wA( z ) e C ( G )  və ] T k a ( z )  z ^ / ( z ) , o n d a  / ( z ) e C ( G )
*=1

A V« > N , |Az[ < £ üçün

| / ( z  +  A z )  -  / ( z ) I  <  | / ( z  +  A z )  -  5 ,  ( z  +  Д)| +

+ |SH (z + Az) -  S„ (z)| + \Sn (z) -  / ( z ) |  < y  + y  + !  = £ . T

2. Tutaq ki, uk( z ) e C ( G ) və ]T nA(z) ^ /( z )  • Tutaq ki, C c:G
*=1

lıissə-hissə hamar konturdür və sonlu L uzunluğuna malikdir:

IV/s = L 1 onda j f ( z )dz  -- j* w/( (z)dz
г с
İsbatı. А

k = 1 c

< f|r (z)|fife <6-'L < e
•X

J/(z)üfe-£ J W*(z)öfe = JV„(z)fifz
с *=| г  С

V eyerştrass teorem i 1. Əgər ^ ( z) e Cqo(G) və Vz g V G ' c i G üıçün 

X м* (z) = #  /(* )•  <^dü
li -1

/ j  / ( z ) e  ('»)((,')

2 ; Vz eG  Щ'йп f i 1)(z) = Y j u[p\ z )
k =I

CO

3 )  V z g V G ' c  G м(.-мл f ( r \ z ) .
k=\

/л'/ш/г A l) . VGV G vi) 2 g G' nöqtəsinə qədər dartıla bilən 
С с  G"-qapali koniııruna baxaq. Belə ki, wÄ(z)eCoo(G) v ə  V zeG '
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üçün ү ^и к (z) f ( z )  müntəzəm yığılır. Onda / ( z )  e C(G’) (xassə
k = I

]-ə əsasən) kəsilməzdir. Xassə 2-yə əsasən
X X

J/(z)<fc = ]Г J =(K oşi teoreminə ə s a s ə n )= £ o  = 0.
f  k = I f  / t= l

Deməli, Morer teoreminin şərtləri ödənir, onda 
/ (z) e  Coo(G') .  G' ixtiyari olduğundan alınır ki, / (z) e  Coo(G). 

Qeyd. Belə ki, r„ (z) = / ( z )  -  (z) => г„ (z) e Coo(G) .

2). İxtiyari V G ' c G  v ə  z g G' nöqtəsinə qədər dartıla bilən
C c G ' -  qapali konturuna baxaq. / ( z ) e C o o ( G )  olduğundan, onda

f— =( t eorem 8.4-ə əsasən)

= e c = > / ( f ) | tf eC =>
A=l

P i f  Ж )
2Я! M ( £ -z ) /»+ l

Ж )
ŝc 2тп' (f  -  z) я+! £eC

= У  j Pl Г ^  = V ^ ) ( z).
& 2 т  J ( f - z r '  t r

Qeyd. Х Х 'Ч * )-
к 'Л  11

3). ixtiyari VG' с  G və z e G' nöqtosinə qədor dartıla bilən 
C c G '-  qapali konturuna baxaq. V ^ c C  iiçlin |z - £ |> d 0 şərti

ödənir. Onda

2m >(Ç-z) '

\r„{£)\ < e \  n> N ( s ' ) . С a  G' konturu G "c  G alt oblastimn sərhədi

olduğundan Vz g G' üçün \ry \ z ) \ < ^ i ^ - <€ eyni zamanda buradan
1" 1 2 7rd0

  x
alim rki, V zeV G ’c G  üçün ^ ^ ( z ) ^  / (/,)(z ) .T

A=l
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<Xyd. Əgər hətta z e G ' iiçün ^  f {p\ z )  olduqda törə-
A =I

nmlordən ibarət sıranm müntəzəm yığılmasını ancaq qapali alt ob- 

lııslda (G ’c G )  isbat edə bilərik. Başqa sözlə, 2  «{«(*)= #  r \ z )
A=l

ıııcaq Vz e VG' с  G üçün müntəzəm yığılmasmdan bu oblastda tö- 
mmələrdən ibarət sıranın müntəzəm yığılması almmır.

* z k
M əsələn, —  sırası |z| < 1 dairəsində müntəzəm yığılır.

/t=ı к
x  к - 1

I,akin törəm ələrdən ibarət £ ----- sırası |z |< l dairəsində müntə-
*=1 к

Сс *-1
/ о т  yığılmır. Belə ki, z = l olduqda sıra dağılır. £ ----- sırası

*=) к
\z\ < I olduqda müntəzəm yığılır.

Teorem (Veyerştrass) II. Tutaq ki, uk(z) e Coo(G) və Ç e G  üçün

У > ,( £ ) = ^  / ( £ ) ,  onda z s Ğ  tiçün f > , ( z )  = ^ / ( z ) .
*=l A=l
/,v/?a/z. A v ^ e G  üçün |Sll+m(f) -  )| < s . Buradan alırıq ki, mak­

simum prinsipinə görə Vz € G üçün |s„+(n (z) -  (z)| < e . ▼
* z"

Misal 3.58. Isbat edin ki, V — sırası |z <1 dairəsində müntəzəm
L - u  0 /7  I I
/j=l J

yığılır.

< J_  ödənir.
3"

Həlli. |z| < 1 bərabərsizliyini ödəyən z - l ə r  üçün

* 1
Başqa sözlə, |z|<l olduqda verilmiş funksional sıra ədədi sı

rası ilə majorantdır. У |  j sırası isə Veyerştrass əlam ətinə görə

yığıldığmdan, verilmı.ş funksional sıra |z| < 1 dairəsində müntəzəm 

yığılır.
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§10. Qiivvət s ıra ları

Tərifi £  cH( z - z 0)" -şəklində sıralara qilvvət sırası deyilir.
/ı=0

Burada z0-m ərkəz, cn -əmsalları verilmiş kompleks ədədlər- 
dir. z = z0 olduqda sıra yığılır. Sıra bir nöqtədə yığıla bilər. M əsə-

Л ^  у  П

lən, ^ n l z "  , eləcə də bütün kompleks müstəvidə, m əsələn, У —
n- 0 /,=0

yığıla bilər. Qüvvət sıralarını tədqiq edərkən onun yığılma oblastım 
miiəyyən etmək miihiim əhəm iyyətə malikdir.

Aşağıda göstərəeəyik ki, qiivvət sırasmm yığılma oblastı 
onıın cn əmsallarınm formasmdan asılıdır.

әс

Abel teoremi. Əgər j ] c „ ( z - z 0)" qüvvət sırası z, ф z 0 nöqtəsində
ıı-O

yığılırsa, onda о Vz : |z -  z0| < |z, -  z0| üçün də yığılır və 

'z -  z0| < p  < jz, -  z01 dairəsində müntəzəm yığılır.

İsbatı. ASıranm  yığılmasmın zəruri şərtinə görəB^ > 0 : var ki, Vz 
üçün |c;ı (z, — 'Z0)” I < /4 •

10.1. Abel teorem i. Abel teorem m in nəticəsi

x:

Buradan /I
C„ < — :• >

|(z, - г 0)|"
şərtinə görə

£ с „ (*  ::„Г < ^ i
z - z 0

/|a0 /1 0 zı ~ 20
. Teoremin

ZI zn S c«(z ~ zo)" <A'Yj q" sıra yığılır.

|z -  z0| < p  < Iz, -  z0| olduqda sıra, Veyerştrasm majorant əlam ətinə 

görə müntəzəm yığılır.

VI P ...
п*0 z, — z0

< A Y i q" 1 q<
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I/'.'/ icoicminin nəticələri.
I ' )}*')! qiivvət sırası z2 ф z 0 nöqtəsində dağılırsa, onda 

z()| > Iz2 -  zQ\ üçün də dağılır. (Əksini fərz etm əklə, alarıq ki, 

İKİ tcorem inə görə sıra ixtiyari p < | z - z 0| dairəsində yığılır və 

■Ь m.di, z 2 nöqtəsində də yığılır. Bu isə şərtə  ziddir).
у:

■ Yığılma dairə. Yığılma radiusu. Vz, üçün ^Tcn( z - z 0)" qüvvət

и iisııun yığıldığı z 0 -nöqtəsindən z ] nöqtəsinə qədər olan məsa-

liiılon ibarət nöq tələr çoxluğunun dəqiq yuxarı sərhədi olan 
. и I) I , -  z0| = 7? ifadəsino baxaq. Ə gər R *  со, onda Vz, üçün

, z0 > R çoxluğunda sıra dağılır. Vz2 iiçün sıranm  dağıldığı nöq-

lolor çoxluğunu in f |z2 -  zQ\ = R işarə edək. Tutaq ki, R>  0 onda

q i i v v ə t  sırasm m  ən  böyük yığılm a oblastı | z - z 0|< / ?  dairəsidir.

H > 0 qüvvət sırasm ın yığılma radiusudur. Y ığılm a dairəsinin daxi- 
liııdə sıra yığılır, ondan xaricdə sıra dağılır, dairənin sə rhəd  nöqtə- 
Inrində |z -  z0! = R hərn yığıla bilər, həm  də dağıla bilər.

3. Koşi -  Adamar düsturu. R = L = lims/jcJ •

İsbatı. A  Tutaq ki, 0 < L < oo . Onda
I) B elə ki, L = Üm^/jcJ olduğundan, onda V f > 0  üçün 3 //  var ki,

2) Digər tərəfdən, ck) həmin > 0 üçün Wjcj} ardıcıllığının son 

suz sayda həddi var ki, J jc j > L - с .

İsbat etm ək lazım dır ki,

a) Vz, üçiin |z, -  z0\ < R = — sıra yığılr.

b) V z2 üçün |z2 -  z()| > Ä = у  sıra dağılır.

Bun и isbat cdək.
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] _ n z 2
a) Vz, : L\z] -  z0 \ < 1 götürək və^  =  LJ---- 21 seçək. Onda

2 \z ,- z ,\

l  + £ -  1 + p h — £»!. Belə ki, Vn > N  üçiin s/jcl < £  + гг 
-  z0|

Ц  -  zo k / k i  < =  4  < 1 => |c.(Z, -  z„)"| < ç ’ sıra d ağılır .

L\z — z I — 1 1
b) £ = —у  !u—  = > L - e  = ----------  seçək. Belə ki, sonsuz sayda

Г2 ~ 2o| |Z2 ~ Zo\
hədlər üçün > L -  £ => [z2 - z 0|^jcTj > 1 => |c„(z2 - z 0)" |> l  Sira

dagiir.
L=0 hali: \ f s>  0 üçün 37V var ki, \ / n > N  iiçün Vz və

0 < <7 < 1 üçün ^ = -—1—г => |z -  z0 \\j\f~\ < q => \cn(z] -  zoy\< qn Vz 
F ~ z o|

iiçün, sıra yığılr. Başqa sözlə, R = oo = — = — .
0 L

L — со /ш/z: VM > 0 üçün sonsuz sayda hədd var ki,

У!cn\]’,\ j W > M • V s> 0  üçün 3N var ki, ^ c j c g - .  Götürək

Vz * z0 və ^ > 1 . jy[ _ —A —  ^  üçün ardıcıllığm elə sonsuz sayda
\z ~ z o\

hədləri var ki, Vz ф z0 üçün |z - zJ^/jcJ > 1 => |c„(z, -  z0)" | > 1, başqa 

sözlə, д  = 0 = — = i . T
oo L

4. Ixtiyari |z — z0| < p  < 7? dairəsində qüvvət sırası nıüntezəm yığılır. 

Veyerştrass teoreminə görə

] ^ c „ ( z - z 0)” = / (z )e C c o ( |z -z 0|<Ä )
л=0

5. Veyerştrass teoreminə görə yığılma dairəsi daxilindo qüvvət sı- 
rasını istənilən dəfə hədbəhəd diferensiallamaq vu intcqrallamaq 
olar. Bu zaman yığılma radiusu dəyişmir.

6' =/O)=>c0 = f ( z 0) l
/ı=0
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,1/м i)(,- /(.•) >c / '(г ,,) ;

N , „ . , ( / /  I * ) l ( z  - г , , ) ” =  / (* ' ( z ) » e ,  =  Z — i f s l .
k\

Ми v " 4 Imllurda yığılm a dairəsi və yığılm a radiusunu Dalam ber Və
OC

Khşi uhmıwtlərindən istifadə etməklə tapmaq olar. ^ c „ ( z - z 0)"
/ı=0

• liıw .ıt sırasm a əvvəlcə  Dalam ber əlam ətin i tətbiq edək.

ıın = lim
n —>co

c w+1( z ~ z o)

|z -  zn

= z -  z0 lim = L •

l i m CİL±I
п ><Х/

işarə edək. Onda  ------ ^  = L . Dalamber ə lam ətinə  gö-
R

m L < 1 olduqda ^ c „ O ~ z 0)” sırası yığılır, I > 1  olduqda isə
л=0

Y c „ ( z - z 0)" sırası dağılır. Dem əli, | z - z 0j< i? olduqda
/1*0

• CC

V c ;(z  -  z0)” sırası yığılır, \ z - z 0\>R olduqda isə £  c„ (z -  z0 )л

sırası dağılır. Ona görə də д

lim С п+\

n - >  ОС

şəklində m üəyyən edilən

R ədədi sıranın yığılm a radiusudur. Analoji m ühakim ələri Koşi 

əlam ətinə tətbiq etdikdə alarıq ki, r 1

lim s\c

B eləliklə, qüvvnt sırasınm yığılm a radiusunu ya lim itin varlığı şərti

daxilində ^  _ 1

l i m ( 'п>  1 И т л/к!П —>CG > 1 1

п ■><*
( 'n

düsturlarım  tətbiq etm əklə, ya

da birbaşa Dalambcı və K oşi ə lam ətlərindən  istifadə etm əklə tap­
maq olar.
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(rr _ Л»
Misal 3.59. У  ^  - -sıranm  yığılm a dairəsini və y ığılm a radiu-

^ n W  + ıy
sunu tap in.
Həlli. Dalam ber əlam ətindən istifadə edək.

= lım
(n +1)2(1 + /)"+l

■ limj 1 |l + i\ = л/2 lim] 1 + —j = V2
n J "-'-A n j

/? = lim| I-...,. ,
»-(1 + 0"

Onda R = 4 l , yığılm a dairəsi isə jz -  /| < 4 l  olar.
•/.

Misal 3.60. n"(z -  1)" -sıranın yığılm a dairəsini və yığılm a radiu-
n = l

sunu tapm.
Həlli. K oşi ə lam ətindən  istifadə edək.

r =  L  : -  .. --1-— . = —1 = 0 • Dem əli, R = 0 . Onda verilən
lim nım i!\cj lımv«

sıra yeganə z = 1 nöqtəsində yığılır.

Misal 3.61. ^  (z -  z0)" - sıranm  yığılm a dairəsini və yığılm a radiu-
n=0

sunu tapm.
Яэ///. Vw üçün c„ 1 olduğundan aydındır ki, sıranm yığılm ası ra­

diusu R = 1 olar.

5 _ — ; |z -  zJ < 1 və lim S = ------------------   • Buradan alı-
1 (:: ::0) " 1 - ( z - z 0)

1
nır ki, У  с ( z - z nY = -------------  -Sonsuz Ы-икЫ silsilənin cəmi

Tfo " l - ( z ~ zo)
düsturu.

Beləliklə, ^ c fl(z-z0)" = f ( z )  e Coo(|z-z0| < /{)•
/1=0

Misal 3.62. Verilmiş sıranı araşdırm.

£z" = 1 + z + z2 + ... + z" + ...
л=0

Яэ///. Bu sıra həndəsi silsilədir və onun yığılm a dairəsi |z| < 1 — dir. 

Bu dairənin daxilində sıra m ütləq yığılır. \z\<q<\ şərtini ödəyən  

istənilən  qapalı dairədə isə m ütləq yığılır. Y ığılm a dairəsinin daxi- 
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liııdə bu sıranm cəm i ј г у  = Bu sıra sıraların aynlı^ııula vox
n -0  \  -  Z

mühiim rol oynayır.

M isal 3.63. Y ^ ı ——  = ı + z—- ч- —-— + sırasmın yığılmasını
n \  1! 2!

lodqiq edin.

l/əlli. Onun yığılm a radiusu /? = nm - -  l i m (/2 + 1 )  =  o o  . D e n m l i ,  b ı ı

/m

sıranın yığılm a dairəsi bütün z kom pleks m üstəvisidir. 
M isai 3.64. Verilm iş sıralarm  yığılm asm ı tədqiq edin.
 ̂  ̂ C O S  İYl . |^\ C O S { İ  +  l l )

zLv 2,J 5 2n

llolli. a) cos in = - —Ü —> £_ olduğundan yaza bilərik 
2 2

os ın e l f e |  ^  sırasına Dalamber əlamətini K)tbic|>
2 "  2 • 2 2\2  

clsək, alarıq 

1 
2

Z - l
н=1 212

/  \л+1e

I m  = — > 1 • Dem əli, Y İ f i f ]  sırası dağılır. Miiqayisn
l f eY 2 ^ 2 { 2 j
2 'v 2

C O S  Ш«ılamətinə görə 'ŞT——  sırası da dağılır.
»=ı 2

h) G östə rək  ki, cos(z' + «) m əhduddur. Doğrudan da,

| c o s ( z  +  n )j =  | c o s /  c o s я  -  s i n  / s i n  n\ < | c o s / | | c o s « |  +

I Isin z||sin n\ < Jcos/| I- |sin İI м

M m üsbət sabitdir. Bııradan cos(z + ^) < M_
2 "

У  —  sırası yığılır. Domwli, m üqayisə ə lam ətinə göro У̂
— t

y M _
2"

■arası da yığılır. Dcmnli, у  CQS1*+ ni  sırası mütləq yıft
ı. =  l

II I

II I !

ı  * >S( / I Ч  )



M isal 3.65. 1 + 2 + z2 +... = ЈГ z k sirasimn yğılmasmı tədqiq edin.
/< = 0

Həlli. Bu siranm hədləri vuruğu q = z olan həndəsi silsilə əm ələ 
gətirir. Onda həndəsi silsilənin cəmi düsturuna əsasən

n~\ 1 _  _л
S  ( z )  =  У  z k   Əgər |z| <  1 olarsa, onda aşağıdakı limit var.

f t  i " 2
1 -  z"

5(z)  = l im S /;(z) = lim-
1 Deməli, verilmiş sıra |z |< l dairə-

, ,-> х  1 -  z 1 -  z

sində yığılır və onun cəmi s(z) = ——  -ə bərabərdir.
1 - z

Bu sıramn müntəzəm yığılmasmı tədqiq edək. ^ > 0  qeyd 
edək. Əgər sıra miintəzəm yığılırsa, onda elə ЗЛ̂  var ki, n > N  ol­
duqda Vz € {|z| < 1} üçün |^(z) -  S n(z)\ < £ ödənir. Belə ki,

| 5 ( z ) - 5 „ ( z ) |  =
1 1 - z " z ”

1 -  z 1 -  z N1

olduğundan |z| < 1 olduqda 

< s  ödənməlidir. Ancaq n  necə olursa-olsun, biz z ədədini 1 - 

ifadəsinin kifayət qədər böyük olduğunu

1 -  z

ə yaxm götürməklə
1 -  z

və deməli, £ >0-dan böyük olduğunu görərik. Bu halda n -nin heç 
bir qiymətində |z|<l olduqda |5 (z)-5 ,l(z)|<£‘ ödənməz. Dcməli,

jz| < 1 olduqda müntəzəm yığılma yoxdur.

Eyni zamanda istənilən |z |< r < 1 olduqda sıra müntəzəm yığı-

lar. Doğrudan da,

|5(z)-S„(z)| =
1 -  z 1 -  z  1 -  r

Buradan isə alınır ki, n-> со olduqda |1S,(z ) -S n(z)| < £■. 

M isal 3.66. Verilmiş sıralarm yığılma radiuslarmı tapın.

D j r 4 2” ; 2) X z " ! ; 3) f y - ; 4) 2 ( 3 + ( - i ) ”)"z" ;
л=0 n=0
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5 )  ^ V ' c o s m ;  6 )  ] Г ( л  +  a n ) z "  •
n- 0 n=0

Həlli. 1) 1) Ä = i i m 4 . ( l ± i n  = ıimf 1 + I
r i '  (w +  1)! »-><*>{ n

\ n
=  e

1, к  =  n\

О, к  *  n \
2) qüvvət sırası ^ а кг к şəklindədir. Burada ak =

k = 0

Ona görə də r  = . . 1 -  1 .
lim
к-+эс

3) 2)-yə analoji olaraq tapırıq ki, R = 1.
4) ä = lim^/(3 + (-1)")" = 4 olduğundan, Koşi-Adamar düsturuna gö-

5) a  = cos in  -  — +  —  olduğundan, Koşi-Adamar düsturuna görə

я .  * 2 > 1
limV ^  ел/l + е '2л e lım-

_ı_

2*

6) lims/lw + д"| =/?—>cc V 1
olduğundan д -.

X
1

\a <1
M  -1

r l

a \ >  1
M üəyyən dairənin daxilindo analitik olan funksiyaya bu dai- 

rədə həmin funksiyaya yıf’il.m qiivvət sırası qarşı qoymaq olarmı? 
Bu suala aşağıdakı leom n ı-avab vcrir.

10.2. Teylor teoremi

l'eylor teoremi. Əgor / (z) e C<x>([z -  z0| < R), onda |z -  z0| < Д ol-
oc

duqda f ( z ) funksiyastna müntəzəm yığılan yeganə  I > „ ( z - z or
и=0

ı/iivvət sırası var.
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İsbatı. A Ixtiyari Vz iiçün |z z()| ■ R götiiruk və mərkəzi z0 nöq-

təsində olan və z nöqtəsini ö/, daxilimk» saxlayan 
CR< çevrəsini çəkək(şək. 31).

Ixtiyari V£ € Сд. üçün

- zo\>\z ~ zq\ v ə  / ( z ) € f ’° o ( z  
daıı, Koşi düsturuna əsasən

f ( z )  = —— f ^ L ^ ,
2m J  Ç -  z

1 1 1

P Z() I

4 ~ z (Ç-zQ) - ( z - z 0) ç - z ü

A” ) o l d u ğ u n -

I . .
' ıi ı ı  (I V һ  " ( )

sırası £ -y ə  nəzərən C^.-də münU)/A>m yıp.ılıı. Deınnli,

I-" - r

/ (£ )
. » + !  ^с = —  f 

” 2 m J j £ - z X '  - и!

Bu isə ayrılışm varlığmı və yeganoliyim ısbııl cdır. ▼
Qevdlər:

f ( z )  = Zc „  ( z - z 0)" funksiyasmm ayrılışını lımksiyımın Teylor 

sırasma ayrılışı adlandırırlar.

2. Koşi tcorcminə görə c = —  f—1 Ю— cU, , bnındıı С konturu
2  яг J ( £ - z 0 ) ,Ml

zH nöqtəsini öz daxilinə alan ixtiyari hissə-hissn luııııııı koııturdur. 
Qüvvot sırasının daha ümumi şəkli Trylor sırasıdır:

f (z)  = Y c „ ( z - z oy  , cn = — f {" \ z 0) • Bu sıranın yıfcılma dairəsi 
71) n\

Iz -  z01 < ft dairəsidir.
Iləqiqi analizdə olduğu kimi, kompleks annli/d»> də z 0 = 0  

nöqtv)sinck) aşnğıdakı funksiyalarm ayrılışlan mühiim ioI oynayır.
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„2//+1 3 „ 5  2п+]
Z  Z  Z  ,  Z

siıız = У *(-1)"---------- -- z -  — + — + ( -1 Г — ------ + ...
f t  ( 2 и  +  1)! 3! 5! ( 2 я  +  1)!

*  7 2 "  у  2 4  2«

cosz = Y ( - l ) " -------= 1 - — + -  + 1
f t  (2n)! 2! 4! ( 2 я ) !

/1  \л 1 я ( я - 1 )  2 / ı ( л  —! ) . . . ( « — Ä: Н-1) ь
(1 + z) = 1 + hz+ - —- ■■■ z +... + —  - z  + ...

ln ( l  +  z )  =  J ( - 1 ) ” ^  ^  ^  +  ( - 1 ) ” £ İ + ...
„ = , Я  1 2  3 Я

Birinci üç sıranın yığılma radiusu R = oo, sonuncu iki sıranın yığıl- 
ma radiusu isə R = 1 -dir.

M isal 3.67. Verilmiş funksiyaları z dəyişəninin dərəcolərinıı gö- 
rə sıraya ayırm.

a)
1 — z z -1

Həlli. Misalları һәш alqoritm vasitəsilə, hom do Inmdusi silsilonin 
cəmi düsturundan istifadə etməklə Ы»П ctmok olaı. Vcrilmiş fun- 
ksiyalar bütün kompleks müstəvidu ; I iu"h|Iusİih yıxmaqla anali­
tik olduğundan yaza bilərik:

a) J _  = | у ,  |z| < 1;
1 -2  7̂ 0

b) —— = - z 2-- 1 Л ' . " S '  , I I I . Qcyd cdək ki, bu-
1 -  Z  1 г  :  r, , 7 «

rada c0 — 0, c, 0, n olduqdıı , r ı
M isai 3.68. Veı ılmış lııııkMyiiliiı I . d.ıyı.şı   dorəcələrinə görə
sıraya ayırm.

/ 0 0  = —^— ; f ( z )  1 ; j \ z )  ~  1 .
1 -az  а (1 z)

Həlli. Verilmiş l’ııııksiynlar sadə rasional kosrlərdir. Onlarm sıraya
1 xayrrtması üçün sonsıız azalan həndəsi s ils ikm in  = Y  qn , |g| < ı

1 ~ Я /ı=0
cəmi düsturu istifadu olunur. Birinci halda q - a z , ikinci halda çe-
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virmədən sonra _J__ = I   1  alırıq ki, q = ~ .  Verilmiş funksiya
a -  z a j z

larm ayrılışları aşağıdakı kimidir.

—-—  = V  a "z" , jzl < т— — R 
1 - a z  ~ 0 \a

1 X 7 П , ,
 = У   , z < \a = R .
a - z  a n+

f ( z )  = —   funksiyasma fıkir versək görərik ki, sağ tə n >I
( i - z y

/

1  ̂ 1
U - z )  (1 - z y

şəklində törəmədən ibarətdir. Ona görə də onun

1 лayrılışım ------ = y z", Ы < 1 sırasmı diferensiallamaqla almaq olar.
1 -  z1 *  и = 0

1 ( 1
= = S ”2""15 ®шш ^elə yazmacı

»=o

olar: 7 Г Т 7  = 1 (" + ,)2” -0 - z )  „=0
Aydmdır ki, diferensiallama prosesini təkrar etməklə istənı

lən natural к üçün — -—  şəklində elementar kəsrlərin ayrılışını
(a - z ) k

almaq olar.
M isal 3.69. Verilmiş funksiyaları z dəyişəninin dərəeələrinə gör. > 
sıraya ayırın.

a ) l i Z İ ; b ) £ İ - l + 3 . 
z + 2 z + 2

H əlli. a) kəsr düzgün olmadığı üçün tam hissəni ayıraq;
2 z - l  _ 2(z + 2 ) - 5  _ 2 5

z + 2  z + 2 z + 2
Alman kəsr elementar kəsrdir. Elementar kəsrin ayrılısmı yazırıq: 
2 z - l  _ 1 1 „ 5 ^ ( - l V V  л r^ (  I)";:'1 i j ^ o



, _ f (-l)"z" _ s^ ( - i r v  1 ! j  2
I /  -I <̂/ı + l --јл + 1 'л ? I

/ı I  ̂ /1 = 1 Z ^

и lıodləri islah etdikdən sonraalırıq:

i») : +  3 ( z  +  2 )  -  5 z  - 1  _  ( z  +  2 )  -  5 ( z  +  2 )  +  9

2 z  +  2  z  +  2

9  9
, I 2 )  — 5 + -----------=  z  -  3 +

z  +  2  z  +  2

1 3 .  9 ^ ( - l ) V '  ,  9  9  9 ^ ( - l ) " z "
—  =  z  -  3 +  — > —  --------=  z  -  3 + ---------- z  л—  /  - — ------

2 2  f t  2” 2 4 2  f t  2 ”

NnlınyHt, alarıqki, z '  ~ г + 3 = 1 - 1 г + g f  ^ 2" , Ы <2.
z + 2 2 4 S  2"

z 3 5Drmoli, c„z" şəklində sıra alm m ışdır, burada c0 = - ,  c, = — ,
/(=o 2 4

о , / _ п л

n olduqda с = — -—— . A sanhqla yoxlam aq olar ki.

...m-f '  Г "

z  +  2\lisal 3.70. V e r i lm iş --------------- funksiyasını z0 nöqtəsiııin ətra-
z 2 -  2 z -  3

;i Teylor sirasina ay inn.
I ) '0 =  0 ; b) z 0 =  1 .

IL>lli. Kəsr düzgün kəsrdir. Onu elementar kəsrlərin cəmi şəklində 
l'iıslorək.

+  2  А В+
I I )(z -  3) z +1 z -  3
vo В qeyri-müəyyən əmsallarmı tapaq.

I 2 = A ( z -  3) + # (z  +1)

1 5Iliuadan a - - - ,  В
4  4

1 5

2 /I /1I )ı I noli, aliriq ki, \
( z  I I ) ( z  -  3 )  z  + 1  z  3



1 1 1 =4Ш=-МгН<3-z - 3  3  j _ z  З ^ Ш  ^ 3 *

3

Ümumi yığılma dairəsində |z|  < 1 sıraların cəmini yazırıq.

z  +  2 1 * * 7" « 1
z " , N < I

7  9 7  Я 4 ^  ^  4Z  Z .Z  О  Ч- n _ o  Ч  n _Q  J  /j —о “

b) əvvəlki bənddə olduğu kimi kəsri elementar kəsrlərin cəmi kimi 
göstərək:

_ I  1
2 + 2  =  4 , 4

( z  +  l ) ( z - 3 )  z  +  1 z - 3

Hər bir kəsri ( z  -1) -  in qüvvətlərinə ayıraq:

1  -  1 - 1 1 _ f ( - ı n * - n \  | z -  ıj <  2

z  +  1 2 - 1  +  2  2  1 (  z - 1 ]  2 " +l

2

_ J _  = ___!_= _ I  !_= „ у  f e z i l l , |z - 1| < 2 .
z  -  3 z - 1 - 2  2  1 z - 1  ^  2 " +l

2
| z  - 1| <  2  dairəsində ilkin kəsrin ayrılışını yazaq:

z  +  2 1 A ( - I ) » ( z - 1 ) "  5 ү л ( z - 1 ) ” _ y ı  1 /  , ч

z 2 -  2 z  -  3 4 ^  2 " +1 4 “ J 2 " +l , ^ 2 " +з1

R  = 2 .

§11. Analitik funksiyanm təyininin yegaııəliyi

11.1. Düzgiin nöqtə anlayışı

Tutaq ki, / ( z )  funksiyasi G -də, ohı bilix ki, buzi izolə cdıl 
miş nöqtələrdən başqa, hər yerdə təyin olımmıışdııı 
Tərif. Əgər GÇ] \ z - z Q\< p{zü)\, ( p{zQ) qüvvot sm tsım n yığı/mn

oc

radiusudur) çoxluğunda ^ c „ ( z - z ())" /(:•) qüvvitl sırası varsn
n=0

onda z0 e G  nöqtəsinə f ( z )  futıhsiyusuuu G -də dii.:gün nöqUıw 
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.I,-yilir. Bütün digər nöqtələr isə / ( z )  funksiyasmm məxsusi nöqtə- 
Ktn adlanır.
<>(*yd. Ə gər / ( z )  e Coo(G), onda bütün z e G  nöqtələri / ( z )  fun- 

ksiyasının düzgün nöqtəİəridir. Əgər f ( z )  funksiyasi G -də veril- 
mı.şsi), onda sərhəd nöqtələri həm düzgün, həm də məxsusi nöqtə- 
loi'olabilər.

11.2. Analitik funksiyamn sıfırları

Tutaq ki, / ( z )  g Coo(G) . Əgər / ( z 0 )  = 0 , onda z 0 e G nöqtə-
III.) / ( z )  funksiyasmm sıfırı deyilir. Bəzən aşağıdakı kimi də tərif 

\ ıTİIİr.
oC

l ırlf. / ( Z) = д (z -  z0)n => c0 = 0. olarsa, ondaz 0 e G nöqtəsinə
n=0

/ (,-) funksiyasmm  sıfırı deyilir. Əgər ct =c2 = ... = c„_, = 0 , c„
• ılnrsa, onda z Q e G  nöqtəsi n tərtibli sıfırdır.
« >• yd cdək ki, n tərtibli sıfır üçiin
I u 0 ) = f ' ( z 0) = f " ( z 0) = ... =  / ("_l)( z 0 )  =  0 ;  / (" > ( z0 ) *  0  .

iıuılitik funksiyanm  sıfırları haqqmda teorem. Tutaq ki, 
/(/)€  Coo(G) və sonsuz sayda m üxtəlif nöqtələrdə sıfra çevrilir:
t t t  zk, z n e g və  / ( z „ ) = 0 , limz„ = z* e  G . Onda f ( z )  = 0 ,  z  e G .

n—>cc

I Ihitı A  f ( z )  funksiyasmm kəsilməz olmasmdan alınır ki,
ЭС

/ ( , • * )  0  = >  / ( z )  =  ^ c „ ( z  - z * ) " , |z -  z * |  <  /C>(z*) c 0 =  0  VƏ

n=0

/(.•) (z -  2*)./; (z ) ; / j ( z )  = ^ c j z  -  z * y  ; f  (z„) = 0=> kəsilməzlik-
n=0

• I**ıı /|(z*) 0 => c, =0 və bu qayda ilə alarıq ki, Vn üçün c„ = 0.
ıirhıliklə, |.: *|- pÇz?) dairəsində / ( z )  = 0, burada p(z*) məsa-

| | 1 ııöqtusiııclun dG -yə qədər olan məsafədən az deyil. Bütün
■ nblaslında /( . ) 0 cyniliyi modulun maksimumluq prinsipindo
• Mııi'iı kimi isbai alilir.
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Kifayətdir, göstərək ki, |z -z* |< p (z* ) dairəsindən kənarda 

yerləşən ixtiyari z * * e G  nöqtə üçün /(z * * )  = 0. z* və z** nöij 
tələrini tamamilə G  -də yerləşən və dG -dən d > 0 m əsafəsindı> 
yerləşən L  hissə-hissə hamar əyrisi ilə birləşdirək. G -də yerləşuıı 
|z — z *| < /o(z*) dairəsinin ixtiyari nöqtəsinə / ( z )  funksiyasmm sıfır

ları ardıcılığmm limiti kimi baxmaq mümkün olduğundan yeni ауп 
lış mərkəzi kimi |z -z * | = p(z*) dairəsinin L əyrisi ilə sonuncu kıı

sişmə nöqtəsi olan z  =  z,  nöqtəsini seçsək alarıq ki, | z - z , | < p ( z l ) 

dairəsinin daxilində / ( z )  = 0, burada p { z ]) < d .  Bu prosesi davanı 
etdirərək L  əyrisini sonlu sayda radiusu d > 0 -d ən  kiçik olmay;m 
və daxilində f { z )  = 0 olan dairələrlə örtmüş olarıq. Bu zamıııı 
z  = z**  nöqtəsi sonuncu dairənin daxilinə düşür və / ( z * * ) ?  0 
z  = z * *  nöqtəsi ixtiyari olduğundan alırıq ki, bütün G  oblastindn
f( z) -0. r

Nəticələr.
1. Əgər /(z)eC oo(G ) və G oblastmda / ( z ) *  0 olarsa, onda / (  >
funksiyasmm bütün sıfırları izolə edilmiş nöqtələrdir.
2. Əgər /(z)eC oo(G ) və G oblastmda / ( z ) ^ 0  olarsa, onda ixlı\
ari qapalı C 'czG oblastmda /(z )  funksiyasmm sonlu sayda si I in 
ola bilər.
İsbatı. A Ə gər С’с  G-də sıfırlar sonsuz saydadırsa, onda onhınl.m 
C 'c G - d ə  yığılan alt ardıcıllıq seçm əkolar. Bu isə о demok olııı I ı 
bütün G oblastmda / ( z )  = 0. Bu isə şərtə ziddir. T
3. Əgər f ( z )  funksiyasi tam funksiyadırsa, onda ixtiyari цлрпЬ 

C 'c G  oblastmda /(z )  funksiyasmm sonlu sayda sıfırı ola Ы1>н 
Genişlənmiş kompleks müstəvidə tam funksiyanm sifirlim »,■«»чIni 
hesabi çoxluqdur və bu çoxluğun limit nöqtəsi sonsıı/ ıı :u||ji‘..ıtıi| 
nöqtədir.
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harem . Əgər / j ( z ) ,  f 2(z) <= C » (G ) ,  lim z n = z * e G ,  z t "*zk, z n e g
n—> oo

>•» f \(z„) = f 2( zH) olarsa, onda V zeG  üçün / , (z) = / 2(z) olar.
I I mi iiçün analitik funksiyanm sıfırları haqqmda teoremin köməyi 
'I 1 (/ oblastmda A(z) = / , ( z ) -  f 2(z) = 0 olduğunu göstərm ək kifa- 
. 'lılir.

§12.Analitik davam aniayışı

12 .1. İki oblastm ümumi alt oblastmda analitik davam

Tutaq ki, /j(z )e  Coo(G,) və / 2(z) e Coo(G2) , verilmişdir.
• », I )(i; G12 yfc {0} işarə edək və fərz edək ki, / (z) = f 2( z ) ,  z e  Gl2.

 In /,(z) funksiyasma /,(z) funksiyasmm G2 oblastına Gl2
Htnııııi all oblastı vasitəsi ilə analitik davamı deyilir. Analitik fun- 
! I шип yeganəliyi teoremindən almır ki, əgər analitik davam var-

■ "iıda о yeganədir.
И и zaman G = G,UG2-də yeganə analitik

Һ ) j  z e G |  funksiyasi ( F ( z )  e Coo(G)) var. F(z)  fun-
l./i(z), z g G2

• • г.ша /; (z) e Coo(G,) funksiyasmm G ,c G  oblastına analitik 
I г ни deyilir,

Analitik davamı qüvvət sırallarının köməyi ilə yerinə yetir-
• •• I o l ı ı ı ,

I ııtiK] ki, / ( z ) e C o c ( G )  və z0 e G nöqtəsi G çoxluğunun 
1н пи n("u|U)sidir. Başqa sözlə, G çoxluğunun və qüvvət sırasınm 
и  1111 ы dııirosinin |z -  z()| < p ( z 0) ümumi hissəsində / ( z )  funksiya-

j
*11" ırilıın V r H(z ^ z 0)" qüvvət sırası var. Əgər p (z0) məsafəsi

 |i-'MiKb »ıı I Hi yo qədər olan məsafədən böyiikdürsə, onda
l 11»11 .1.ııı.r.ı (, oblastmın sərhədindən kənara çıxacaq və biz

11.3. A nalitik  funksiyanm  təyininin yeganəliyi teorem i
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f { z )  g Coo(G) funksiyasmm daha böyük oblasta G U { |z -z0|< p{z0)}

analitik davamı olan F(z) funksiyasını alanq.
Teorem. Qiivvət sırasının yığılma dairəsinin |z -  z0| < R0 sərhədində

kompleks dəyişənli analitik funksiyanm heç olmazsa, bir məxsusi 
nöqtəsi -yığılm a dairəsinin daxilində sıranın cəmi var.
İsbatı. AƏksini fərz etməklə isbat edək. Fərz edək ki, ixtiyari ğ

nöqtəsi |£ - z 0| = i?0, f ( z )  = ^ c n(z - z0)n, / (z )e  Coo{|z -  z0| < R0}
n = 0

funksiyasmm diizgün nöqtəsidir.
Başqa sözlə, üçiin Зр(£): 5
|z  -  Z0| < Л  { |f -  Z0| < p ( £ ) }  ç o x -  

luğunda £c„(<f)(z-<f)" = / ( z )  ödə-
« = 0  4 3 0

nir. Göstərək ki, p(£) > о funksiyasi 
- d a  kəsilməz funksiyadır.

Əksini fərz edək. Tutaq ki, 
p(Ç|) > p(Ç2) və elə 3<5 > 0 var ki,

P(&)> р(£г) + \& ~%г\ + 0 0)
ödənir. Bu, isə о deməkdir ki, |z~ £ 2| < p(ğ,)  dairəsi |z -£ , |<  p ( ^ )  
dairəsinin daxilində yerləşir. Ancaq üç dairənin ümıımi hissəsində 
{|z ~ z0| < Ä0} Г|{|z -ğ, \<  )}П {|z - 12| < p(£2)| bütün Üç qüvvət

sırası eyni bir f ( z ) eCoo{ \ z - z 0\<RQ} funksiyasına yığılır. Bu о de-
У .

məkdir ki, ^ c „ (£ 2) ( z -£ 2)" qüvvət sırası daha böyük oblasta da-
н=0

vam etdirilə bilər, başqa sözlə, qüvvət sırası p(ğ2) radiuslu dairədə 
yığılır. p(Ç2) isə £2 nöqtəsindən \ z -Ç\  < /?(^)dadrəsinin sərhədinə 

qədər olan m əsafədən az deyil. Yəni )> /?(£ ,)-|£, -Ç 2\ + S . 

Onda (l)-dən  alırıq ki, p ( Q >  p (Q  + ö və £ > 0  olduğunu nəzərə 
alsaq, ziddiyyət alırıq(şək. 32). Bu isə р{£) funksiyasmm CR) -  da

kəsilməz olmaması haqda əks fərziyyəmizin nəticəsidir. Deməli, 
\p{£,{) -  p{Ç2)| -  }£ı ~ £> | • ^ əni P(£) funksiyasi kəsilməzdir. Kəsil-
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məz /? (£ )> 0 funksiyasi0|£ - z 01 = R qapali çoxluğunda özünün 

aşağı sərhədini alır, başqa sözlə, elə Ç' nöqtəsi var ki, 

üçün p{Ç)> p { £ ) . Lakin fərziyyəmizə görə V ^ e C ^  üçün 

p(4)  > 0 olmasından alınır ki, /?(£*) = p0 > 0 . /?(£*) > p0 olmasından
т .

almır ki, / ( z ) = ^ c, ( z - z 0)" funksiyasi |z - z 0|< /?0 olduqda

|z -  z0| < Äc + pQ dairəsinə analitik davam etdirilə bilər. Deməli, 

qiivvət sırasınm ilkin yığılma radiusu deyil, R0 + p Q olmalıdır. 
Bu isə teoremin şərtinə ziddir. Bu ziddiyyəti fərziyyəmizin nəticəsi

N əticə. Yığılma dairəsinin radiusu yığılma dairəsinin mərkəzindən  
sıranın yığıldığı analitik funksiyanm ən yaxın məxsusi nöqtəsinə 
qədər olan məsafə ilə müəyyən edilir.
M isal 3.71. Sıranı araşdırın.

Həlli. Sıranın cəminin məxsusi nöqtələri aydındır ki, z , , = ± / . Bu-

istənilən tərtibdən məhdud törəm ələrinin olmasına baxmayaraq, 
onun x = 0 nöqtəsinin ətrafmda qüvvət sırasma ayrıhşı nə üçün 
-1 < x < 1 olduqda mütləq, |*| = 1 olduqda şərti yığıiır və |*| > 1 ol­

duqda dağılması aydm olur.

12,2. İki oblastm  üm um i sərhədində analitik  davam
Teorem. Tutaq ki, f . (z) e Coo(G,), / = 1,2 və f.  (z)  e  Coo(G,. (J Г ),

olaraq aldıq. Deməli, CR -d a  elə bir məxsusi £** nöqtəsi var ki,

P ( C )  = O .T

radan görünür ki, f { x )  =  funksiyasmm \/x üçiin kəsilməz və
\ + x 2

funksiyasi iiçiin

F{z) e Cco(G = G, U G2 U Г) doğrudur.



İsbatı. A  İsbat üçün kifayətdir ki, göstərək Vz0 e F  nöqtəsi F(z) 
funksiyasi üçün düzgün nöqtədir. Vz0 <e Г götürək və hissə-hissv» 
harnar C = C,(cı G,)UC2(c  G2); C c G  konturunu quraq(şək. 33).

Koşi tipli inteqrala baxaq: o ( z) = _ L  e Coo(G' с  G) • Ф(г)
2 m * 4 -  z

funksiyasi z g C  olduqda C - d ə  kəsilməzdir, onda z0 nöqtəsi Ф(;) 
funksiyasi üçün düzgün nöqtədir. Tutaq ki, z, g  G[. Ondıı

Ф(2|) = Ј -  f + —  [ - - - - -d ç  ■ z, e G[ olduğundffll
Ш с, u V ^ " 2'

ikiııci toplanan sıfra bərabərdir. Bura­
dan alırıq ki, Ф(z,) = / r(z1). Analoji
olaraq z2 s G\ olduqda alarıq ki,
Ф(z2) = F(z2).  Kəsilm əzlikdən alarıq 
ki, F{z0) = Ф(г0) . Bu isə о deməkdir ki, 
z0 6 Г nöqtəsi F(z) funksiyasi üçün 
düzgün nöqtədir. ▼

§13. Həqiqi oxda analitik davam

13.1. Kompleks dəyişənli elementar funksiyalar

Tutaq ki, [a;b] parçası z kompleks müstəvisinin G oblasimn 
([a ;/) ]e G ) daxildir. Onda analitik funksiyanm toyininin yegam)li 
teoreminə əsasən [a\b] parçasında verilmiş / ( x) ,  \< |a\b] qiymul 
lərini alan yeganə /(z)eCoo(G ) funksiyasi var. Ogor belə /( > 
funksiyasi varsa, onda ona həqiqi oxda verilmiş lıuqiqi dəyi.ş.-nh 
funksiyanm kompleks müstəviyə analitik davanu deyilir. Unm 
miyyətlə, f ( x )  həqiqi dəyişənli kompleks funksiyadir. Amilihl 
funksiyalarm xassələrinə əsasən f ( x )  funksiyasi л ө nəzuı^ı»
sonsuz diferensiallanan olmalidir.

Həqiqi dəyişənli elementar funksiyalar aşağıdakılardır.
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х 2'^  . ,чя л:2"
s m л- =  У ( - 1  у  — ----------; С08Х =  У ( - 1 ) Л — ; ^  =  У ~

(2л +1)! (2л)! %  п!
„ 2 /1  +  1 со ^ , 2 «

— Т Г ,’ Е Н ) " — - >  Z ~ T  " tam fUnks’ya!an uyğ™Го (2я + 1)! ,1=0 (2л)! „=0 п\

in .v ,cosx ,ev funksiyalarının kompleks müstəviyə analitik dava- 
nudirlar.

13.2. Münasibətləriıı analitik davami

Irorcm 1. Tutaq ki, via = f ( z )  e Coo(G) və [a\b]czG, wi e D i, 
■!'(;:) F[w,,...,wJ funksiyasi hər bir w; eD i dəyişəninə nəzərən 
.i'hilidkdir. Onda F[f(x), . . .yf n(x)] = 0, л;е[а;6] münasibətlərindən 
11 / | . . , / „ ( z ) 'J  = 0, z e G  münasibətləri alınır. 
i\hiiti. Aİsbat üçün Ф(г)еСоо(С) olduğunu göstərm ək kifayətdir. 
к 2 halı üçün isbat edək. Ümumi halda isə isbat analojidir.
\Ф F[ f ( z  +  A z ) J 2( z  +  A z ) ]  -  F [ f  ( z ) ,  / 2 ( z ) ]  =

/ - ] . / ;  ( z  +  A z ) ,  / 2 ( z  +  Ä z ) ]  -  F [ / ,  ( z ) ,  / 2 ( z  +  A z ) ]  +

/ I / | (z ) , / 2 ( 2  +  Ä z ) ] - F [ / ; ( z ) , / 2 ( z ) ]  =

; AVVI + l ~ ÄVV2 + ^(Z)(Ö(V(Awi)2 + (Aw2)2))'ll', öw2 "
' | 7\
,,v 'i  = 0. Burada ziz—>0 olduqda limitə keçsək alarıq ki,lllll
Л:

inn дҒ f ' ( z ) + dF f l ( z) -  Bu isə 0 deməkdir ki,
М •'! Д;« 5W| ' ^W2

I I ) I ( 'oo(C) • ▼
Mm IIjii l, Məlum eiv =cosx + /sinx münasibətindən
İ 1* С О К / -I-/si ı ı /  ı ı l ın ı r .

... \ I ми \ I ıi;uinasibətindən cos2z + sin2z = l münasibəti
•«'пт I ıııvill iron mu'll» visasən |cosz| və |sinz| bütün kompleks

• HİİNİ IN UİH q cy i  I IHMİIllll!



3. l n ı =  f— ; е Ых = x ,  x > 0 .
„o J ğ

D0 oblastmda (şək. 34) f ( z ) = Г^- qeyri-m üəyyən inteqrala ba-
Г £

xaq. Bilirik ki, -1 e Coo(£ * 0) • Inteqral ixtiyari yol iizrə var və

f ( z )eCoo(D0) funksiyasi D
1п * (* > 0 ) funksiyasmm analitik

-------------- j------ !---- - х
davamıdır. Deməli, ^  z=_n 1

f ( z )  = lnz = [Щ- e Coo(D„) ■ Теогеш Şəkil 34.

1 -ə əsasən V z E D0 üçün e'nz = z .

Teorem 2. Tutaq ki, w, =/;(z)eCoo(G,) və [ e ^ J c G , ,  млеД., 
O(z) = F[wl,...,w J funksiyasi hər bir wi e D i dəyişəninə nəzərən  
analitikdir. Onda F [ f ( x ]),...,fn(xn)] = 0, xf e [а,;^] münasibətlərin- 
dən  F [/| (z, ),...,/„ (z„)] = 0, z(. g G( münasibətləri alınır.
İsbatı. L  n = 2 halı üçün isbat edək. Ümumi halda isə isbat analoji- 
dir. x2 e[a2\b2]~ ni (*) qeyd edək və 
Ф,{г,) = F[ f ](zl) , f 2(x2)] e Cco(G,). Teorem 1 və (*)-dan alırıq ki, 
Ф,(г,) = 0 , z, e G ,. x2 e[a2;b2] ixtiyari olduğundan alırıq ki,
f r[f](z]) , f 2(x2)] = 0,  z, e G ,. İndi isə z, e  G ,-i qeyd edək və 
Ф2(г2) = Щ ( г , ) , / 2(г2)]еСоо(<г2) funksiyasma baxaq. л;2 е [я 2;£2| 
olduğundan Ф2(г2) = 0, z2eG 2. Buradan alırıq ki, 
F[j İ(z1) , / 2(z2)] = 0, z ,g G ,.  z , eG, ixtiyari olduğundan
F [/,(z ,) ,/2(z2)] = 0, z, e G,, z2 e G ,. T

13.3. Riman səthi anlayışı

w = f ( z )  = ez funksiyasi ex funksiyasmm biitiiıı kompleks 

müstəviyə analitik davamıdır. Belə ki, ex'+x'- = e V  olınasınduıı 
e* '+ ' - е :'е'~: olması alınır. Xüsusi halda, e~ - ex+iy - <•'." w olma
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smdan |мј = ел, argw = y  almir, yəni w - e z iistlü funksiyasi z  

m üstəvisində y  = y0 düz xəttini w m üstəvisində argw = >>0 şüasına 

ıııikas ctdirir. Başqa sözlə, G0(-n<Imz<n)<r>D0(-n< ürgw< x)  

mikasi var. T ərs funksiya isə z = lnw = jc + *y = ln |J  + /argw  fun­

ksiyasidir.
Analoji olaraq G^{n < Imz < Ъп) Dx(n < argw < Ъп) . z  nöq- 

u>si Imz - п  vasitəsılə  fasiləsiz G0- d ə n  G , - ə  keçdikdə onun ob- 

ııızmın fasiləsiz D0- d ə ı ı  D , - ə  keçm əsi üçün argw-л:  ümumi

'|iym ətinə uyğun olan kəsiklərin  hər iki kənarını yapışdırm aq la- 
ımdır. N əticədə  yeni həndəsi çoxobrazlı ~D0 və Д  vərəqlərindən

ıbıırot iki vərəqli Rim an səthini alarıq.
Analoji olaraq

( :п{(2п~\)л:<lmz <(2п + }):т) ӘГ1({2п-\)л<argw<(2n + l)7r) . N əticə-

■ lı> tam kom pleks m üstəvinin sonsuz vərəqli Riman sə th inə  inikası- 
III ıılarıq. Bu R im an səthi Dn vərəqlərinin yapışdırılm asm dan iba-

mtdir. Belə ki, Dn vərəqi Dn+X və Dn_, vərəqlərin in  a rg w  fun- 
1 iiyasının eyni q iym ətlər aldığı sərhəd lər boyunca yapışdırılm ışdır. 
Hıı Riman sə th ində  z = L n w - ln|w| + iArgw, - o o <  Argw < oo fun-

k-ıiyası təyin edilm işdir.
Adi w m üstəv isindəz = Lnw funksiyasi sonsuz qiym ətlidir 

I v«xqiymətli). H ər bir vərəqdə m üəyyən bir budaq ln„w var.

и e: =eL"w. w = ez funksiyasi periodu 2m olan periodik funksiya- 
• lır: ez = егЛ'ы . w = e! sonsuz vərəqli (çox vərəqli) funksiyadır.

13.4. B u d aq lam n a  nöq təsi anlayışı
и 0 nöcjlosinin xiisusi rolu haqqında. w^O  nöqtəsi ilə kifayət
I.н 1,и' kiçik qtıpıılı kontur boyunca hərəkət etdikdə bız həmişə eyni 

Imi /) v \ > г v) 1111 н l. I ı |;ı l ırıq və ya bu vərəqə qayıdırıq, iki dəfə kəsiyi

l t!ı;tn'i)k Д, , ( / J(( , )| vnroqinə giririk. Bu zaman keçiddən sonra

1м п' funksiyusııım qıymoti dəyişmir. w = 0 nöqtəsi boyunca hərə-
I ı clılık(k) kiısıvı . ılm/ hir dofə keçərək eyni bir ltı,(w budağında
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qalaraq (ln„ w0 =ln|w0|+ ıa rg w 0, (2п - \)я  < argw0 < < (2и + \ )n ) dig- 

ər budağa ln„_, w keçərik ( 1пи_, w0 = ln|w0| + ıargw 0J

(2 п -3 )л  <argw0 <(2п-\)тг). w = 0 nöqtəsinə z  = Lnw funksiyası- 
nm budaqlanm a nöqtəsi deyilir. z = Lnw üçün w = 0 budaqlanm a 
nöqtəsi sonsuz tərtiblidir. Analoji xüsusiyyətlərə w = oo -sonsuz 
uzaqlaşm ış nöqtəsi də malikdir.
Tərif. Əgər г0 nöqtəsi üçün onun elə e ətrafını göstərm ək  
mümkündürsə ki, bir dəfə  z0 rıöqtəsini onun e ətrafına daxil olan 
ixtiyari qapali korıtur üzrə keçid zamanı çoxqiymətli funksiyanm  bir 
budağından digər budağına keçmək mümkün olsun, onda z0 nöqtə-
sinə verilmiş çoxqiymətli funksiyanm budaqlanma nöqtəsi deyilir.

Budaqlanm a nöqtəsinin ətrafında çoxqiym ətli funksiyanm m  
ayrı-ayrı budaqlarına ayrıca birqiym ətli funksiya kim i baxm aq ol- 
maz. Çünki budaqlanm a nöqtəsini keçərkən onlarm  qiym ətləri 
dəyişir.

1. w = f ( z )  = J z  və w — / 2(z) = л/z 2 — 1 funksiyaiarı üçün uyğun o la­
raq z = 0 və z= ±  1 nöqtələri ikinci tərtibdən budaqlanm a nöqtələ- 
ridir.
2. f ( z )  = z a , a - ix t iy a r i  həqiqi və ya kom pleks ədəddir. 

f ( z ) = ea'nz =ea(HA+İArsz).
a  = n olduqda е‘п̂ г+2лк) = е ‘пат*г . Buradan alınır ki, f ( z )  = za fun- 
ksiyasi bir q iym ətlidir (ancaq çoxvərəqli -w -vərəqlidir).

a -L L olduqda / ( z )  = z“ funksiyasi m m üx tə lif q iym ət alır (çox 
m

qiym ətlidir).
a -  irrasional və ya kom pleks olduqda f ( z )  = z a funksiyasi sonsuz 
sayda q iym ətlər alır (çox qiym ətlidir).

1' = eiLn1 =е^ 2лк)= е 2лк, k = 0,±1,±2,...
Bütün triqonom etrik funksiyalar sonsuz vərəqli pcriodik fun- 

ksiyalardir.
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§ 14. Loran sırass

14.1. Loran sırasmın yığılma halqası

OC

Tərif. f ( z ) - ' Y j cn{ z - z Q)n sırasına f ( z )  funksiyasm m  Loran sırası

deyilir.

/ ( z ) =  f > „ ( z - * „ ) " =  1 с . ( г - г , ) ' + ј с , ( г - г ,)" =
Я =-оС  П——ОС n= 0

= X  7~~C"~ v, + Z  "  zo)" = + Q ( z )
„=1 ( z - z 0 )  S

со x

/ , ( z )  =  ^ c H( z - z 0 ) "  , 0 ( z )  =  ] £ -
Zo % ( z - z oy

/J(z ) -L o ra n  sırasm m  düzgiin hissəsi. 0 (z ) -  Loran sırasınm  baş 

hissəsi adlanır. P(z) <= Coo(|z -  z0| < /?,) .

Hansı oblastda Q(z) analitik funksiya olacaqdır?

— !—  = 4 əvəzləm əsi aparaq. Onda alarıq:
Z-Zr

0(4) = Tc_, £ п E C\ \Ç\< —  , burada —  ilə alm an sıranm 
«-I " V R2 J  R2

yığılma radiusunu işarə etdik. R2 < olduqda ümumi yığılm a ob-

lastı -dairəvi halqa var: R2 < \z -  z0| < Ä,.

Abel teoreminin nəticəsi.

L £ С«(2 " 2о)"е С ( ^ 2 < ^ - го|<Л|)-

2 .  Loran sırasınm  dairəvi yığılm a halqasm m  daxilində sıranı lıod 
bəhəd  istənilən  tərtibdən diferensiallamaq və inteqrallam aq ohır vn 
hu zam an alman sıralar da R2< \z -z0\<R] dairəsində nnıılılık

olacaqlar.
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3. ft, əttadi {с„},л = 0,1,...,oo ədədləri ilə ifadə olunur. f t ,= l / / , .  

= lims/fcj və ya г = П т^ Ц 1 , ft2 ədədi isə {c_„}, n = 1 «■rt-»00 V Lı
I «I

ədədləri ilə ifadə olunur: R, = və ya д, = .
л -> с о  V /?->CC L

I -n I
4. Loran sırasmın əmsalları cn -  lər sıranm z0 nöqtəsində cəminiıı 
qiymətləri vasitəsi ilə müəyyən olunmurlar. z0 nöqtəsində Loraıı 
sırasınm cəmi müəyyən olunmamışdır.

14.2. Dairəvi lıalqada kompleks dəyişəııii funksiyanm Loran
sırasma ayrılışı

Teorem 1. (kompleks äəyişənli funksiyanm Loran sırasına ayrılma 
sı haqqında). Əgər f ( z )  e  C{R 2 < \z - z 0| < ft,}, onda funksiya hıı

у

halqada Loran sırasına f ( z )  = Y c „ (z - z 0)" birqiymətli şəkildə ay
/7 =  =C

rılandır.
İsbatı. A ixtiyari z nöqtəsini R, < |z -  z0| < ft, halqasmm daxiliml.' 

qeyd edək və mərkəzi z0 nöqtəsində radiusları uyğun olaraq A',' 

və R'2 olan C ': |£ - z 0| =/?,' VO ;:()| A’' çevrələrini qurai|

Qurmaya görə ft2 < r '2 < |z -  z0| < ft,' < A, olar. Çoxrabitəli oblıısi 

üçün Koşi düsturuna görə

/ o o = ^  I e (z )
2;n ç -  z 2m r . g - zгг ’  cr

z - z 0c; -  z0| = ft' çevrəsi üzərində < q < 1 bərabin sizliyi ödənı

Ona g ö r ə  kəsrini belə göstərmək olar:
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_ Ј  _______]________ __J______  ̂ l ' y  I z ~ z0 j
Ç - Z  ( Ç  ~ Z 0 ) - ( Z - Z Q )  t - Z n l  2  ~ z o ^ - Z o n U “ Z o J

Sıra £ - y ə  nəzərən CR-də müntəzəm kəsilm əz olduğundan 
(Teylor teoreminin isbatına bax) hədbəhəd inteqrallasaq alarıq

/ \ z )  = y]cn( z - z oy  , burada —  f ^  t dÇ,n>  0.
^  2 « fJ ( £ - z or +1

с 'J : |£ -  z0\ -  Rj çevrəsi üzərində Ç ~ zo
z - z n

1 bərabərsizliyi ödənir.

< )ııa görə —L_ kəsrini belə göstərmək olar:
Ç - z

1 1 1 1 1
£ - z  ( £ - z 0) - ( z - z 0) z - zn 1 ~ z0 ç - z 0 „=0

z - z n
‘lıranı hədbəhəd inteqrallasaq alarıq

e u ) = - "  > 0 - burada c.. fh m - ^ r ' d 4  ■n=\{z-z0) 2 m çi

Inteqrallama istiqamətini dəyişsək alarıq:

, = —  Г— ISğ l— rfp . c və с -də inteqralalti funksiyalar
" 2 m cl  (Ç -z oy n+'

A’, < |z - z 0|<Ä, halqasında analitikdirlər. Ona görə də Koşi teore-
mııu) əsasən intqeralaltı funksiyalarm analitiklik oblastmda inte- 
* |iallama konturlarmı ixtiyari şəkildə deformasiyası zamanı inte- 
qmlların qiymətləri dəyişməz. Bu isə ümumi şəkildə

, 1 f /(,,) dcf ,  n = 0,±1,±2,..., (C  konturu R2 <\z -  zol < R,
2fti (■ (,f. : J "  \

lulqasında yi'iloşuıı, ixtiyari qapalı konturdur), yazmağa imkan ve­
in lk ‘k)likh», /( ) lımksiyası üçün
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/ ( z )  = £ c „ ( z - z „ r  + £  C~" = £ e , ( z - z or  yazmaq olar. Bura
„=() л=, ( z - z 0) лви

cia с = —  f—Д Й .. ^  ,
2^  с (^ “ z0)"

z nöqtəsi /?2 < \ z - z 0\<Rx halqası daxilində ixtiyari nöqtə olduğun 

dan alırıq:
CO

^ c , ;( z - z 0)" sırası / ( z )  — ə hər yerdə halqa daxiiində yığılıı
П-(Л

və /? ,< /? ;<  |z -  z0| < ^  qapalı halqasmda miintəzəm yığılır.

Yeganəliyi isbat edək. Əksini fərz edək. Fərz edək ki, digur
00

bir / ( Z) = I  c '( z - z 0)" var ki, heç olmazsa bir əmsal üçiin cn *c'n 

ödənir. Onda R2 < |z -  z0| < halqasınm daxilində hər yerdo
t/J cO

I c, ( z - z. r = I <  ( z - z 0)" bərabərliyi ödənir. M/ərkəzi z0 noqto-
/f= 0 0  t l-V i

sində radiusu R olan CR çevrəsini quraq: R1< R < R ]. Ondıı
*У> SO

2 > „ ( z - z 0)" və X  c '( z - z 0)" sıraları CÄ -də müntəzəm yığılır. Hər
/f =  00 /1 =  00

iki sıranı ( z - z 0y m~\  V m e Z  ifadəsine vııraq və hədbəhəd into

qrallayaq. J ( z - z 0)""w ldz inteqralmi hcsablayaq. z - z 0 = Re"/; 
c,<

götürsək, alarıq:
2 г , [О, n Ф m , , , , • . . „  ..л..R" "Ч \eu' {pd{p = \ buradan alırıq kı, V m eZ  uçun

J  9  7Tİ И  I I I2m, n m 

с = c' . ▼m m
Praktiki m əsə lə lə rdə  yeri gəldikcə, elem entar funksiyalarm 

Teylor sırasm a ayrılışm dm  istiladu edilir. Bunlar aşağıdakılardır.



23 z2«+1
(111 :: - Z  +  . . . +  ( - 1 ) " ---------------- +  . . .

6 (2л + 1)!
2 4 2 яI liz 1 + — + —... + —— + ...

2  2 4  ( 2 л ) !
z 3 z 2" +l

v/j;' = z + —  +... + -------------+...
6 ( 2 л + 1)!

Hıı ayrılışlar |z |<oo olduqda doğrudıır.

—  =  1 +  z  +  z 2 +  . . . +  z n + . . .
I - z

1 -  = 1 - z + z 2 - . . .  + ( - l ) J'z" +...
I I- z
Hu ayrılışlar isə |z| < 1 olduqda doğrudurlar

Misal 3.72. / ( z )  = z cos-^— funksiyasmi z 0 = 1 nöqtəsinin ətrafın-
z  - 1

<ln Loran sırasına ayirm.
Ilolli. Bu funksiyam (z-1 ) dəyişəninin funksiyasi kimi göstərək.

/ ( z )  = ( z  -  1 + l)cosfl + — — j  = ( z  -1) cosj l̂ + —~j"J +  c o s ^  + —~

( z - 1 ) cos 1 • cos-sin 1 • sin + cos 1 • cos---------------sin 1 • sin
z - 1  z - l J  z - 1  z - 1

i i s ə  ifadəsini dəyişən kimi qəbul edib,
z -1

1 oo şərti da-
z - 1

\ ilində elementar funksiyalarm ayrılışlarmdan istifadə edək. 
I
’Л

lorimiz 0 < |z —1| < oo halqası daxilındə doğrudur. Onda alarıq:

1 1 1 1 1  / 1 4 .  1c o s  — 1—   r  н  ----------- 2— ••• +  ( — 1) --------------------- r —+  ..
z - 1  2 ( z - 1 ) 2 24 ( z - 1 ) 4 (2л)!(г - 1 )

oo olmasmdan almir ki, |z —1| > 0 - Deməli, bizim mülahizw-

1 1 1 1  , 1VI 1 
Mil --------— -------------------- - — -  +  .,. +  (  — 1) --------------------------- Г—— +  ...

z —1 (z-1 ) 6 (z -1 ) (2n + l)!(z -1)
Hunları nəzərə alsaq:
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Г 1 1 1 1  (-1У ^
f { z )  =  ( z - l ) c o s l  1 - -  ғ  +  — +  . . . + ------- --------------— +  ..

. 2 (z -1 )2 24 (z -1 ) 4 ( 2 n ) \ ( z  - 1)

-  (z -1) sin 1f  1 1 1  (-1)” л 
(2-1) б '( 2 - 1 ) 3 + '” + (2и + 1)!(2 — 1)2л+1 + ‘"

+
У

( I I  1 1  (-1)" л
l l --------------г + т------------Г + ...+ ..+ COS 1 1 -------  7H------ ------------—+ ...H--------------------  — Һ...
 ̂ 2 (2 — 1) 24 (2 - I )4 (2«)!(z -1)

-  sin 1' i l l  (-1)" Л
(z-1 ) 6 ’ (z -1 )3 + "' + ( 2 n  +  l ) ! (z - l )2"+l

alarıq. M ötərizələri açırıq və eyni dərəcəli hədləri toplayırıq. Onda 
alarıq

. . .  .. 1Ч cos I cos I ( - l)" c o s l
f  ( 2 )  =  c o s  1 ( 2  —  1 ) --------------------1-------------------г  + . . .  н------------------------— -  +

2 ( 2 - 1 )  2 4 ( 2 - 1 )  ( 2 « ) ! ( z  - 1 )

( - l ) ,,+lcosl . sinl (—1)”+1 sin 1
-J--------------i --------L----------------------------------- U _  С 1П  I J -------------------------------- L J ----------2--------1---------------------------------L 4 .

{ I n  +  2 )1(2 -  l)2”+l 6(2 — l) 2 ( 2 n  + l)!(z - l ) 2”

cosl cosl ( - l ) ”cosl+ cos 1----------- r  H------------ T- + ... H--------------- 1—h ... —
2 (2 - l )2 24(z -1) (2h)!(z -1)

sinl sinl ( - I ) " 1 sinl
( z - 1) 6(2 - l )3 (2n + \)\(z - \ ) 2n+'

cosl + 2 sinl 3c o s l-s in l 
2(2-1) 6(z - 1)2

= cos 1(2 -1) + (cos 1 -  sin 1)-—— ——    —j— +... +

cosl + 4sinl (-l)"((2« + l)cosl sinl)
24(2 - 1)3 (2я + l)!(z - l ) 2"

(-^""'((cosl + ( 2 n  + 2) sinl)
( 2 n  + 2)1(2 -  l)2"+l

+ . . .

M isal 3.73. z dəyişəninin dərəcələrinə nəzərəıı

f (z) = ______ +.Ј—-----  funksiyasmm bütün Loran sırasma ayrılış-
2 2 5 z  +  1 5 z 2 - 2 z 3

larmı tapın.
H ə l l i .  Bu halda z 0 = 0 qəbul etmək lazımdır. / ( 2) funksiyasi üç 

məxsusi nöqtəyə malikdir: z 0 = 0 ,  2 , » z 2 = \ 5  . Deməli, mər
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Kuzi z 0 = 0 nöqtəsində olan üç halqa vardır və / ( z )  funksiyasi bun- 
lnrın hər birində analitikdir:

I ) 0 <  \z\ < — j 2) — < Ы < 15; 3) 15 < Izl < oo.
м 2 2 1 1 11

I (z) funksiyasi üçün bu halqaların hər bi- 
lində Loran sırasım tapaqfşək. 35).

Ə vvəlcə f ( z )  funksiyasmı elementar 
k.tsrlərin cəmi şəklində göstərək:

/'(*) =
4 5 0

+
z  15  +  2 z  15  -  z  

Bu sadə kəsrləri aşağıdakı kimi çevirək
1

15  1 + 2 z  j 15  1 , 2 z  15
15

1 +

l 2z | 4 z 2 
"l 5 +  2 2 5

+ .H ) ‘2 V  ,
15"

15
2  z
15

< 1 olduqda, başqa sözlə, |z 

2

15< __ olduqda alırıq:

2  4 z  8 z  ( - 1 ) ” 2 "  z n
+  -   : + . . .15  +  2 z  15  2 2 5  1 5 J 1 5 '

Analoji olaraq Ы < 1 5  olduqda alırıq:

_L
15  -  z

1 1 1

1 5  1

v
15

1 5
1 z  z 2 1 1 — + ...

15 2 2 5  15 1 5 '

z
15

■ +  . .

15
f  _ 2 n ^z  z z
1 4----- \------- h ... H H .

v  15 2 2 5  1 5 "

Bunlari f (z) 4 5 0 2 1+
15  +  2 z  1 5 - z  

15

ifadəsində nəzərə alsaq

• oxşar hədİDri islah etsək, o < | z  

• «in sırasma ayı 11 isı iıçıın aşağıdakı ifadəni alarıq

< — halqasında funksiyanm Lo- 
2

|00



15 ?
\z\ > — olduqda sıra dağılır. Ona görə də — -—  ifadəsini ba s c i ; ı
1 1 2  15  +  2  z

şəkildə göstərək.
2 2 _ 1 1 

>5 + 2z = 2 / 1 + 1 5 r z ' 1 + 15 
V 2  z )  2  z

Onda | z|  > — olduqda alarıq:

15 +  2 z  z

(  15 2 2 5  ( — 1) 151----- + ----^—L--------------- + ;
2 z  4 z  2 ” z "  )

1 1 5  2 2 5  ( - ! ) " !  5"

z  2 z 2 +  4 z 3 ” ' +  T  z nA + ' "

<  |zj < 15 halqasmda / ( z )  funksiyasmm Loran sırasma ikinci ;ıy15 
2

rılışını alırıq:
ч 450 1 15 225 ( - \ ) n\5n-' (-1)"+|15"

f  ( z )  — ----------------+ ---- г ----------- Г  +  ...  +  - ---------------- +  - ------------:----+
z z 2z" 4z 2Л'  z" 2"z

1 z z 2 z" (-l)"15"_lН 1--------1---- r  + ... H------ - + ... — ... H--------:------- ь... —
15 225 15 15 2""1 z"
225 15 449 1 z z2 z"------- _  -I — -|---------- 1------- 1----------1-------  + ... H--------   + ...
4z 2z z 15 225 153 15"+1

Analoji olaraq |z|>15 olduqda —!—  kəsrini aşııj'.ıd;
15 -  z

çevirsək, alırıq:



1 5 - г z 1 - 15
I _ J
z

, 15 225 15”
1H------- 1— r—ь ... ~ı------- һ .,.

ч Z Z z "  J

1 15 225 15"
2 3

Z Z Z

Bu sira j z | > 1 5  olduqda yığılır.

15 < |z| < oo halqasmda /( z )  funksiyasmm Loran sirasina

ıiriincü ayrılışmı alırıq:
4 5 0  1 1 5  2 2 5  ( - 1 ) " 1 5 " " '  ( - 1 ) " +T 5 "/(z )  = ---------- + — ------- T + ... + -— ------ + -—  —- + ...-

' z z 2z2 4z 2 z" 2"z
1 15 225

2 3Z Z Z

15"
'i + l

448 15 1 1 1 2 5  1 1 5 " ч ( ( - 1 ) "  -  2 " ' 1)

z  V z 2 4 V + " ' +  2 " - ’ z "  + " '
2  7Misal 3.74. f  (z) = —-  funksiyasmm z - ( 3 - 2 z )  fərqimn dərəcə-

z 2 -  4
I I hid nəzərən bütün Loran sirasina ayrılışlarım tapm. 
u.tlli. Bu funksiyanı aşağıdakı kimi göstərək

I (
2z 1 1+

/

Şəkıl 36.

z - 4  z - 2  z + 2
mu funksiyanm iki məxsusi nöqtəsi var.

2 və z2 = - 2 .  Deməli, mərkəzi 
\ -  2/ nöqtəsində olan üç halqa var və 

I , ) funksiyasi bunların hər birində anali- 
nl 11ır(şək. 36): 
h  и . |z - 3 + 2i\ ■ л/5 ; 2) V5 < |z -3  + 2z|< V29;

'1  / , " ) • :  | z • 3 I 2/ j  • ад .

Ituli is;> bumlaıı ovvəlki misalda olduğu kimi əvvəlcə sadə 
|*.г,||,|ц aşaj^ıdakı km\i çcvirək.

I 1 1 1
2 (. П .’/) И  (1 - 2i) + (z - 3  + 2i) ~ T-~2i  ̂ ( z - 3  + 2t

1 - 2  i

I I I



Deməli, z -  3 + 2/

1-2  /
<1 olduqda, başqa sözlə |z -3  + 2/|<V5 ol­

duqda verilmiş kəsri aşağıdakı kimi sıraya ayırmaq olar.
1 1 ( л z - 3  + 2/ (z -  3 + 2İ)‘—    1 1 • + - -

z - 2  1 -2 / 1 -2  i (1 -2 0 2

( - l )"(z  — 3 + 2z)/l 

(1-2/)”

1 , ( z - 3  + 2/) , ( z - 3  + 2/)2 | ( ~ l ) n( z - 3  + 2i)n |

1 - 2 /  3 + 4/

Analoji olaraq 
1

11- 2/ (1 -2 /У

1 1 1
z + 2 ( z - 3  + 2/) + 3 - 2 /  + 2 ( 5 - 2/) + ( z - 3  + 2İ) 5 - 2 /  1 | z - 3  + 2/

5 -2 /
z - 3  + 2/Deməli,

5 -2 /
< 1 olduqda, başqa sözlə |z -  3 + 2i\ < Ј2 9  ol­

duqda verilmiş kəsri aşağıdakı kimi sıraya ayırmaq olar.

: + 2 5 -2 /
, z - 3  + 2/ ( z - 3  + 2/)2 ( - l ) " ( z - 3  + 2/)"1-------------+ i-----------^ - . . . +    — + ...

5 -2 / (5-2 /)' (5 -2 / ) "

_1 ( z - 3  + 2/) ; ( z - 3  + 2/)2 | | (—1)”(z — 3 + 2/)” |

5 - 2 /  2 1 - 2 0 /  6 5 - 1 4 2 /  ( 5 - 2 / ) ”+l
Deməli, 0  < |z -  3  + 2/| < a/5 halqasmda / ( z )  funksiyasmm Lo­

ran sirasina birinci ayrılışmı alırıq:
1 ( z - 3  +  2 0  ( z - 3  +  2 / )2 ( - 1 ) "  ( z - 3  +  2 / ) "

/ ( z )  =  h -  I  -  +  . . . H -------------------------------------------- Һ . . . +
1 - 2 /  3 +  4/ I I  2/ ( 1 - 2 / )

1 ( z - 3  +  2/) ( z - 3  +  2 / )2 ( I ) " ( г - 3  +  2 / ) "-̂----------------------- 1-------------   I ,,, I  K..—
5 - 2 /  2 1 - 2 0 /  6 5 - 1 4 2 /  (5  2 / ) " "
54 + 68/ - 1 2 6  + 120/

145

+ (-1)" 1
841

- + ■

( z - 3 + 2/) + ...+

\

(1-2/) (5-2/) «  + I

jz — 3 + 2i\ > л/5 olduqda sıra dağılır. 

göstərək.

( z - 3  + 2/)" +... 

1
- 2

funksiyasım başqa ciiı
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1 1  1 1
z - 2  (1 -  2 i )  +  ( z  -  3 +  2İ )  ~ z - 3  +  2 / ‘ ] |  1 - 2  /

z  -  3  +  2 /

Onda
1

! 1
2  i  + ( 1 - 2  г)

z - 2  z - 3  +  2 / ^  z - 3  +  2 /  ( z - 3  + 2 i y ( z  -  3  +  2 i )"

1 1 -  2 i - 3 - 4  / +  f ( —1)" (1 -  2 i ) n 

z - 3  + 2 i  ( z - 3  +  2 ı f  ' ( z - 3  +  2 ı f  ( z - 3  +  2 / Г '

Deməli,

+ .

1 oldııqda, başqa sözlə | z  -  3 + 2i\ > у Ц  ol
z -  3 +  2 i  

duqda verilmiş sıra yığılır.
İndi isə V5 < |z -  3 + 2i\ < л/29 halqasmda /( z )  funksiyasmm 

Loran sırasma ikinci ayrılışını alırıq:

/ ( 2 )  =  . . . +  Н О һ 2 £ Г + . . . _

( z - 3  +  2 / ) "

3 +  4/ — 1 +  2 /• + ■
( z - 3  +  2 / ) 3 ( z - 3  +  2 / ) 2

1 ( z - 3  +  2 / )  ( z - 3  +  2 / ) 2Н------------------------- 1-----------------h ... +
z - 3  +  2 /  5 - 2 /  2 1 - 2 0 /

| ( ~ l ) " ( z  - 3  +  2 / ) "  |

( 5 - 2 / ) л+|

jz — 3 + 2i\ > уЈ29 sıra dağılır. Onda 
1 1

6 5 - 1 4 2 /

1
z  +  2  ( 5 - 2 / )  + ( z - 3  +  2 / )  z - 3 +  2 /  1 +  5 - 2 /

Deməli,
1 1 f  5 - 2  / ( 5  -  2 / ) 2

z  +  2  _  z  — 3  +  2 / İ  z - 3  +  2 /  +  ( z - 3  +  2 / ) 2
+ . . . +

z  -  3 +  2  i

( - 1 ) 4 5  2 / )  

( z - 3  +  2 / ) "

1 5 -  2 / 21 - 20 /
■ +  . . . +

( - 1 ) 4 5 - 2 / ) "

z - 3  + 2/ (z -3  + 2/)2 "(z-3 + 2/)
5 -  2 / _

-  3 +  2 /

olduqda yığılır. Iiu sıraları tərəf-tərəf toplasaq Ј.и)

Bu sira isu

( z - 3  +  2 / ) "

<1 olduqda, başqa sö/k) I 1 1 л

III



halqasında / (z) funksiyasmm Loran sırasma üçüncü ayrılışmı alı-
rıq;

2 6 - 4  i 1 8 - 2 4 //  ( 2 ) —---------------------------— + — — + ... +
z - 3  + 2i  ( z - 3  + 20  ( z - 3  + 2/)

( - 1 Г 1 ( ( 1 - 2Q "- '+ ( 5 - 2 / ) - ' )

(z -3  + 2*)"

Misa! 3.75. / ( z )  = ------- !--------  funksiyasmı z = 2 və z = 3 nöqtə-
(z -  2)(z -  3)

ləri ətrafmda Loran sırasına ayırın.

Həlli. f ( z )  = ------- !-------  funksiyasi z = 2 və z = 3 nöqtələrindən
(z -  2)(z -  3)

başqa bütün kompleks müstəvidə analitikdir. Bu nöqtələrdən 
|z| = 2 , jz| = 3 çevrələrini keçirək. Bu funksiya |z| < 2 dairəsində,

2 < |z| < 3 halqasmda və |z| > 3 dairəsinin xaricində analitikdir vu
ona görə də bu oblastlarda onu sıraya ayırmaq olar. Funksiyam 
2 < |z| < 3 halqasmda Loran sırasma ayıraq:

/ < * ) - £ * * * .  t  = 0,±l,±2,... burada С:Щ = р .

2 < p < 3  müsbət istiqamətli çevrədir.
Əslində ck -lari hesablamaq üçün belə mürəkkəb düsturdaıı

istifadə etməyə həm işə eytiyac yoxdur. Eiəzən aşağıdakı qaydadaıı 
istifadə etmək əlverişli olur. Ayrıiışı zəruri olan funksiyanı elə sad.ı 
funksiyalarm cəmi şəklində göstərirlər ki, toplananların hər biriııı 
z — z0 fərqinin mənfı və ya müsbət qüvvətlərinə ayırmaq mümkiiıı

olsun. Bu üsuldan istifadə edək. f ( z ) = -------!--------- = —-----
J (z  -  2)(z -  3) 2 - 3  2 ’

şəklində göstərək və hər bir toplananı z dəyişəninin qiivvotk)iiıin 
ayıraq:

1 _1 У  z"
- з  = 3Гг _ | ј  = ' 6 з - ' ’
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1 _  1 _ 1

z - 2  z 1 -  — z
i + * + = 1

Bunları yuxarıda nəzərə alsaq alariq:
x * ) k - 1 x  к

/ ( г ) = Х - г - Х 5 * т Г-
Z  L= (\ J

1Misal 3.76. f ( z ) = -
( z -  \)(z -  2)

i i əirafında Loran sirasina ayirm. 
1

* = l  A k  =  0

funksiyasını z = 1 və z = 2 nöqtələ-

/ /ə / /z .  f  (z)  = funksiyasi z = 1 və z = 2 nöqtələrindən
(z -  l)(z -  2)

başqa bütün kompleks müstəvidə analitikdir. Deməli, 1 < |z|< 2 hal-
i|asmda analitikdir və ona görə də bu oblastlarda onu Loran sirasina 
ayirmaq olar. Funksiyam sadə kəsrlərin cəmi şəklində göstərək:

1 1 1/  (z) = ----------------= ---------------
( z - l ) ( z - 2 )  z - 2  z -1

kəsri |z| < 2 dairəsində analitikdir və dəyişənin müsbət də-

idcəIİ q ü v v ə t l ə r i n ə  ayrıl ır:

1
z -  2

1 1 1 [ , z z '  z
—--------- — —  1 л-- 1— — +... н----------1- ...
2 x_z_ 2l4 2 2 2n 2 Zol 2

kəsri |z| > 1 dairəsiııin xaricində analitikdir və dəyişənin

ıniisbət dərəcəli qüvvətlərinə ayrılır:
-1 -1

z -1
z  I 1 -

z /
Nəticədə alırıq:

1
■ I ,  1 1 1 1 v- 1

= - -1 1  + — + — + ...+ — +... = - 2 j ~
z z z ) и=, z

/<■> + •

I I



Bu funksiya üçün digər obla stlarda başqa ayrılışları almaq olar. 
Məsələn, bu funksiya |z| < 1 oblastmda analitikdir və Teylor sirasina

ayrılır:
1 1 1 1 1 1+

( z - l ) ( z - 2 )  z - 1  z - 2  1 - z  2
2

+  Z  +  Z  + . . .  +  Z  —

2

'  2 n \z z z+ — + — + ...+—  + ...
2 2 2" j

Bu funksiyanı 0 < |z —1| < 1 halqasmda ( z0 = 1 nöqtəsinin ətra
fmda) ( z -1 )-in qüvvətlərinə ayıraq:

, ,  . 1 1 1  1 1 
/(* )  = -— —----— =  г +

( z - l ) ( z - 2 )  z - 1  z - 2  z - 1  1 — (z — 1)

1
z - 1

+ 2 > - ı r  = - 2 > - ı r
//---О / ? = - !

Beləliklə, eyni funksiya iiçün m üxtəlif ayrılışlar almaq olaı 
Bu, ayrılışın yeganəliyinə zidd deyil. Çünki alınmış ayrılışlar 
m üxtəlif oblastlar üçündiir.

§15. Analitik funksiyaııın məxsusi nöqtələri

15.1. Aradan qaldırıla bilən məxsıısi nöqtələr. Polyus

T ə r if Əgər f ( z )  funksiyasi hirqiymətli vo 
f ( z )  e C o o { 0  < | z  — z 0 | < p(z0)} olarsa və z 0 nöqüm  f ( z )  funksiyasi 

iiçiin məxsusi nöqtə olarsa, onda z 0 nöqtəsino J'(z) funksiyasmm  
izolə olunmuş məxsusi nöqtəsi deyilir.

Tərifı başqa cür belə də demək olar.
Əgər z 0 nöqtəsinin elə ətrafı varsa ki, bu olrufda / ( z )  fun 

ksiyası z 0 nöqtəsindən başqa hər yerdə analitikdir, onda z 0 nöqU) 
sinə / (z) funksiyasmm izolə edilmiş məxsusi nöqtəsi deyilir. 
z 0 məxsusi nöqtəsinin özündə funksiya təyin oluranaya da bilər.

f  ( z )  funksiyasmı z 0 nöqtəsinin ətrafında 0 < | z  z 0 | < p ( z „ )  

halqasmda yığılan Loran sırasına ayırmaq olar. / ( z )  fıınksiyasınııı 
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■ iiıui z0 nöqtəsinin ətrafm da necə aparması Loran sırasm m  baş
™ c

li tiddi o la n  O i z ) =  > — --—  i f a d ə s i n d ə n  a s ı l ıd ır .

Ooyd. Budaqlanm a nöqtəsinin kiçik ətrafm da və izolə edilm əm iş 
mi.txsusi nöqtədə funksiyanı Loran sırasm a ayırm aq m üm kün deyil. 

Burada üç hal mümkündür:
0 Vи > 0 üçiın c_n = 0 ; Q(z) = 0; z —> z0 olduqda j \ z )  -> c0 olarsa,

■ Hula z() n ö q t ə s i  a ra d a n  q a ld ır ı la  b i l ə n  m ə x s u s i  n ö q t ə d i r .  z 0 n ö q t ə s i

1 (;:) funksiyasmm düzgün nöqtəsidir. Ə gər funksiya z 0 nöqtəsində
inyiıı olunm ayıbsa, onda onun kəsilm əzliyindən istifadə edib 
/(.:„) = c0 götürm əklə z 0 nöqtəsində təyin etm ək olar. Aradan qal-

Imla bilən m əxsusi nöqtənin ətrafm da 0 < | z - z 0 | <  p ( z 0) :

!(z)\<M  və /  (z) = (z -  z0)"> (z ) , m  > 0 -  tam  ədəddir, q>(z) * 0 ; və

lim /  ( z )  =  0  o la r s a ,  o n d a  z0 n ö q t ə s i  m  t ə r t ib l i  s ı f ır  ad la n ır .

h'orem 1. Əgər f ( z ) e  C’oo{0 < |z -  z0| < p(z0)} və 0  < jz -  z0| < p(z0) 

ıihlııqda |/(z)| < M olarsa, onda. zc nöqtəsi aradan qaldırıla bilən 

niiixsusi nöqtədir.
h.hatı, A / ( z )  funksiyasım  Loran sırasma ayıraq və əm sallar üçün 
nlıın

inteqrallama konturu kimi mərkəzi z0 nöqtəsində olan və ra- 

• llıısu p : \ Ç - z 0\ = p  olan dairə götürək. Onda £ - z0 = pei,p,

-  ipei,pd(p əvəzləm əsi aparıb, ег/'^ = 1 olduğunu nəzərə alsaq,

ıilıınq: p-+()  olduqda ]с_я|< M pn~' -» 0 . с_„ əmsalları — dan asılı 

nlınadığmdan с о alırıq .T /
l>) / ( z) funksiyasmm I oran sırası onun izolə edilmiş məxsusi nöq- 
lnsinin ətrafında d; ч.u-ı»si ınənfı olan sonlu sayda həddə malikdir.

-  z{))"~'dÇ, n > 0 ifadəsinə baxaq.

117



z -» z0 olduqda / ( z )  -> oo olarsa, z0 nöqtəsi m tərtibli polyus adla- 

шг, / ( z )  = - УО.7: } ; v'(zo) * ° •

Teorem 2. Əgər / ( z ) e  Coo{0<|z-z0|< /c»(z0)}, z0 rıöqtəsi / ( z )  fun- 

ksiyasının izolə olurımuş məxsusi nöqtəsidir və z -» z0 olduqda 

oo ( z nöqtəsirıin z0 nöqtəsinə yaxınlaşma üsulundan ası- 

lı olmayaraq) olarsa, onda z0 nöqtəsi f ( z )  funksiyasmm  polyusu 
dur.
İsbatı. A z - » z 0 olduqda |/(z )| oo olmasından alınır ki, VA>()

üçün Зе: 0 < \ z - z 0\<s  olmasmdan |/ ( z ) |> A almır. g (z) = —
/00

1
funksiyasına baxaq; g ( z )  e C<x>{0 < |z -  z0 < e } ; |g(z)| < — = M  . Bura

A

dan alırıır ki, z0 nöqtəsi g (z) = ——  funksiyasi üçün aradan qaldı
f ( z )

rıla bilən məxsusi nöqtədir (teorem 1-ə əsasən). Deməli, 
g ( z )  = (z -  z 0)mcp(z), m >  0 ,  ср{г0)ф  0 .  Buradan alırıq ki,

O .T
Zq)

15.2. V acib m əxsusi nöqtə. Soxotski-V eyerştrass teorem i

c) Əgər f  (z) funksiyasmm Loran sırası onun izolə olunmuş . n
məxsusi nöqtəsinin ətrafmda sonsuz sayda z - z 0 fərqinin mınılı
dərəcəli qüvvətlərindən ibarət hədləri varsa (sonsuz sayda htxMı 
üçün c_n * 0 ) ,  onda z0 nöqtəsinə / ( z )  funksiyasmm vacib ınəxsıı.M
nöqtəsi deyilir. Vacib məxsusi nöqtənin ətrafında anal it ik lımksıv 
amn özünü necə aparmasmı aşağıdakı teorem müəyyən ed iı,
Teorem (Soxotski-Veyerştrass). ixtiyari В kompleks ndodi г,» 
V s > 0  üçün z0 məxsusi nöqtəsinin V77 ( 0  < \z -  z0| • // > <i/mfbhl<ı

elə bir z, nöqtəsi var ki, | /  (zx) - B \ < e  ödənir.
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ki, Vz ( 0 < |z — z0| < 770 ) üçün \ f ( z ) - B \ > e 0 ödənir. g(z) =   -----
f ( z ) ~ B

Innksiyasina baxaq. Onda yaza bilərik. |g(z)| = ...... ■.......  < — = M  •
| / 0 )  ~ B\ Sq

Huradan alırıq ki, z0 nöqtəsi g(z) funksiyasi üçün aradan qaldirila
bi km məxsusi nöqtədir (teorem 1-ə əsasən). Deməli,
ı; (::) = (z -  z0)"> (z), m> 0, <p{zü) * 0 .  Buradan alırıq ki,

f (z) = В + -  -  - ; ı//(zo) * 0 .  Buradan isə almır ki, z0 nöqtəsi
(z - z 0)m

/(.') funksiyasi üçiin ya m>0  olduqda polyus, ya da m = 0 oldu- 
<|tl;ı düzgiin nöqtədir. Ziddiyətə gəlib çıxdıq. T

I
Misal. f ( z )  = e z funksiyasi iiçün z - 0  nöqtəsi vacib məxsusi nöq- 
UKİir.
Tnrif Əgər 3R>0 varsa ki, Vz üçün |z|> R olarsa və f { z )  furı-

/• sivusımn z = 0 nöqtəsindərı sorılu m əsafədə yerləşən məxsusi nöq- 
htlori yoxdursa, onda zw nöqtəsi birqiymətli analitik funksiyanm  
I -о/,) edilmiş məxsusi nöqtəsi adlanır.

oQ

nöqtəsinin ətrafında Loran sırası: / ( z )  = I v ” . *  < |zj < 00 .
n=~<x>

0
ı) Ogər /7 > 0 olduqda bütün cn = 0 , f { z ) ~  cnz” və ya z->-oo

п - -  СО

olduqda f ( z )  funksiyasmm sonlu limiti varsa, olarsa, onda zm 
iiru|K)si /(.:) funksiyasi üçün aradan qaldirila bilə məxsusi nöqtə-
ıllr.
Ii) v)gor /( .  ) funksiyasmm zra nöqtəsinin ətrafmda Loran sırası

m

* nil и sayda ıniisbi)! dərəcəl’j hədlərə malikdirsə, / ( z )  = ,
ГЈ--ГО

ni () v u  ya » o ld u q d a  f ( z ) - >  oo o la r s a ,  o n d a  z,n n ö q t ə s i  

/ 1 ) fun k s iy iiM  п и ш  p o ly ı ıs t lu r .

Ishatı. AƏksini fərz etməklə isbat edək. Tutaq ki, elə s0 və щ var

Il<)



v) Əgər f ( z )  funksiyasm m  z rn nöqtəsinin ətrafm da Loran sırası 

sonsuz sayda m üsbət dərəcəli həd lərə  m alikdirsə, / ( z ) =
w = -  со

v ə  ya z —>co olduqda / ( z )  funksiyasi sonlu v ə  ya sonsuz limitə 
malik deyilsə, onda z,„ nöqtəsi f ( z )  funksiyasi üçün vacib m əxsusi 
nöqtədir.

İzolə edilmiş nöqtələrin  təsnifatm a aid m isallarııı həllində 
bəzən aşağidakı m ahiyyətcə eyni olan təsnifatdan istifadə etmək 
əlvcrişli olur.

İzolə olunm uş m əxsusi ııöqtələrin təsnifatı (limit dilində). 
Tutaq ki, z () nöqtəsi f ( z ) e C ° o { 0 < \ z - z 0\ < p ( z 0)} funksiyasm m  izo-

İƏ o l u n m u ş  m ə x s u s i  n ö q t ə s id i r .
1) Ə gər / (z) funksiyasm m  z0 nöqtəsində sonlu limiti varsa, yəni 

lim /'(z) = c0 , |c0| < oo olarsa, onda z0 nöqtəsinə / ( z )  funksiyasmm

aradan qaldirila bilən m əxsusi nöqtəsi deyilir.
2 )  Əgər f ( z )  funksiyasmm  z 0 nöqtəsində limiti i i m / ( z )  =  oo olar

г —> г()

sa, onda z 0 nöqtəsiııə f ( z )  funksiyasm m  polyusu deyilir.

3) Ə gər /  ( z )  funksiyasmm  z 0 nöqtəsində sonlu və у a sonsuz limilı 

olmazsa, onda z 0 nöqtəsinə f ( z ) funksiyasm m  vacib m əxsusi nöq 

təsi dcyilir.

M i s a l  3 . 7 7 .  f ( z )  = ——1— funksiyasi üçüıı z 0 = 0  m əxsusi nöqi.»
e: - 1  -  z

sinnin tipini m üəyyən edin.

Həlli. Funksiyanı f (z)  = — kəsri  şəklində göstərək. Buı.ıd ı 
' “ //(2)

Ä(z) = e:' - 1, /ı{z) = e: -1  -  z  . z0 = 0  nöqtəsi bu funksiyalarm  I».
ikisinin sıfırıdır. Bu fuııksiyaları Teylor sırasm a ayıraq.

10 10

Ä ( z )  = e: ~ 1 = 1 + z 5 + - — + .. .-  1 -  z b л-------f ...
2 2

Buradan görünür ki, А(0) = Л'(0) = Я"(0) = Д’"(0) l'"(0) 11

Л<5)( 0 )  ф  0  . Deməli, z 0 =  0  nöqtəsi A ( z ) - e 'J - 1 lııııl - i v n s i  i h . t m  

к -  5 tərtibli sıfırdır.
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2 ' 6 2 2 
Eyni zamanda z 0 = 0 nöqtəsi ju(z) = ez -1  -  z  funksiyasi üçün

1 = 2 tərtibli sıfırdır. Alırıq ki, к > 1 ,  deməli, z0 =0 nöqtəsi f ( z )

funksiyasi üçün aradan qaldirila bilən məxsusi nöqtədir.

IVIisal 3.78. f ( z )  = z cos—  funksiyasi üçün z0 = 0  məxsusı nöqtə-
z 3

sinnin tipini müəyyən edin.
Holli. Funksiyam z 0 = 0 nöqtəsinin ətrafında Loran sirasma ayiraq.

2
/ ( z )  =  z c o s —  =  z  

z

1 4 1 16  ̂ 2 2
1 - -  Г +  ---- Г Г - . . .  \ = z - - r  +

2 z6 4! z" J z 5 3z"
Görürük ki, ayrılışda sonsuz sayda mənfı dərəcəli hədd var. 

Ona görə də tərifə əsasən, z0 = 0 nöqtəsi / ( z )  funksiyasi üçün
vucib məxsusi nöqtədir.

IVIisal 3.79. f ( z )  = sı--1 funksiyasi üçün izolə edilmiş məxsusi 
z4 -1

nöqtələri tapm və onların tipini müəyyən edin.
Iləlli. Funksiyanm məxsusi nöqtələri aşağıdakılardır: 0 , ±1, ± i.  
< )ularm tipini müəyyən edək.
f(z)  funksiyasmm z -> 0 olduqda limitini tapaq. Əvvəlcə həqiqi

boyunca z —> 0 + olduqda limiti tapaq. Başqa sözlə, z = x , x > 0. 
1 )nda

1 I
lim / (z) = lim sın ш  ex = -1 • lim (ж) • е я =

0 ^  .w + 0  j 4 _  j .г->+0
r=.v>0

\_

£х £1 б'
= - п  lim —  = - 7i lim — = - п  lim — = + о о

,v-»+0 1 / —>+х> £ t-*+ r. J

.Y

Biz burada x - > 0  olduqda s mn x - л х  ekvivalentliyindən və 
I opiial qayilasmdan istifadə etdik.

İndi is;» liuqiqi ox boyunca z 0 -  olduqda limiti tapaq. Ba,s 
t|!l Sn/k), v , \ (). Onda



I 1
с  i n  r r r  — -

lim / ’(z) -  lim —----- e x = -1 - \ im(nx)-ex =
r - -> 0  .v—> - 0  x 4 _  ]  .x - y - 0
:  = .\<0

e x e e= -n  lim —  — —7i lim — = - л  lim — = 0
.v~>~o 1 /->-« i  1

д;
Aldıq ki, sağ və sol limitlər müxtəlifdir. Deməli, / ( z )  fun- 

ksiyasının z -> 0 olduqda limiti, ümumiyyətlə, yoxdur. Bu isə о 
deməkdir ki, z0 = 0 nöqtəsi / (z) funksiyasi üçün vacib məxsusi 
nöqtədir.
İndi isə z, = 1 olduqda limiti hesablayaq.

1
r/ N e z sin/zz e .. s in(;r(z-l) + тг)Iım f  (z) = lım   =  lım — —    1 =

->' (z + l)(z2+l) (z-1 ) 2-2 -■ ( z - 1)
e .. -s'm(7ü(z - 1)) e n ( z -  1) 7ге

= —lım------  —1----— = — lım——
4 (z — 1) 4 г-» (z - 1) 4
Limit var və sonludur. Dcmoli, z, 1 nöqtəsi / ( z )  funksiyasi

üçün aradan qaldirila bilən məxsusi nÖqUKİiı.
Analoji olaraq z, = -1 nöqtəsi üçiin alırıq

ez sin та с 1 , siıı(/r(z + 1) -  n)
l ım /(z )= l ım    = -  l ı m ---------------

1 > (z -l)(z2 + l) (z + 1) -  2 ■ 2 • * 1 (z + 1)
.-I , ı we sin(;r(z + l)) e /r(z + l) ne

= —  lım  — 1—   — =  —  lım —  ------- 1 =  —
4  - > ! ( z  + 1) 4  ( z  +  1 ) 4

Bu da о deməkdir ki, z2 = -1 nöqtəsi də /'(•:) funksiyasi üçün 
aradan qaldirila bilən məxsusi nöqtədir.

İndi isə z3 = i olduqda limiti hesablayaq. f ( z )  funksiyasmı
I

=  kəsri şəklində göstərək. Burada X(z) — ,

/ / ( z )  (z + z)(z - 1 )

j l i ( z )  i .  Hesablayaq: X ( i )  =  - — s m  —  *  0 ,  / / ( / )  =  0 ,  =
- 2 - 2 i

Denbdi, ■ / nöqtəsi bir tərtibli polyusdur.
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Analoji olaraq z4 = - f  üçün / ( z ) = —— , A(. )
M(z ) ( 0» I»

j u ( z ) - z  + i .  &{ i )  =  6  S-- - - - - - - ф 0  , j u ( ~ i )  - 0 1 / / ' (  i )  I ' D  l*« ııi ' l ı
-  2 • (-2/)

z3 = i nöqtəsi də bir tərtibli polyusdur.

M is a l  3 .80 .  / ( z )  = — — — —  funks iyas i  üçiin  izo lə  cdilm ı:.  п ы  ,u 
z(l - c o s z )

si nöqtələri tapm və onlann tipini m üəyyən edin.
Həlli. A(z) = sm3z və jLt(z) = z(l -  cos z) funksiyalari biiiiin kom 
picks m üstəvidə analitikdir. Dem əli, f ( z )  funksiyasmm  h k > \ s \ i m  

nöqtələri m əxrəcin sıfırlarıdır, başqa sözlə, ju{z) = 0 nöqlnluı ulıı 
Belə nöqtələr soıısuz çoxdur. Birinci bu z0 = 0 nöqtəsidir, eluco dn 

l - c o s z  = 0 tənliyinin kökləridir. Buradan isə cosz 1 vn 
z = Arc cos 1 = -iLn (1 + 0) = -z'(0 + i • 0 + 2 nki) = 2m  , n&Z .

Qeyd edək ki, n = 0 olduqda z0 = 0 alınır. Bclolikh», 

z„ = 2тт, л € Z . z0 = 0 olduqda alırıq 

Л(z) = sin 3z , Л(0) = 0 
Л'(г) = 3cos3z, A'(0) = 3?-0 
/с = 1. //(z) = z(l -  cos z ) , /^(0) = 0 
/u'(z) = 1 - c o s z  + zsin z , ju'(0) = 0 
//(z) = 2sin z + zcos z , /л"(0) 0
//(z) = 3cos z -  xsin z , //" '(0 ) 3 * 0 .

M əxrəcin sıfırının turtibi / 3. Y əni zo = 0  nöqtəsi I к 2 
tərtibli polyusdur. zn 2mı, // /  0 . Л(гЈ = 0 , Л'(гЈ = 3 * 0  

Surətin sıfırının Inrlibi к - \ .  /z(zn) = 0 , //'(*„) (),
jli" (zn) = 2m ф 0 . Dcmnli, (ı 2 m  nöqtələri « * 0  olduqda bir lor 

tibli polyuslardır.

M isal 3.81. 1 ^ lim ksiyasi iiçün izolə edilmiş тпх.чим
siıı

nöqtələri tapm  və onların lipini m üəyyən edin.

12 I



Həlli. Tənliyi həll edirik. sin -  = 0 , -  = m , и € Z
z z

Z/ı = —  , n e Z . f  (z) funksiyasmm məxsusi nöqtələri z0 = 0 nöqtə-
7ТП

s i v ə  zn = — , п е  Z , n *  0 nöqtələridir. Lakin и -> oo olduqda 
ял

görürük ki, z„ -> 0 . Deməli, z0 = 0 nöqtəsinin ixtiyari ətrafında 
/ (z) funksiyasmm sonsuz çoxlu məxsusi nöqtələri var. z0 =0 nöq- 
təsi f ( z )  funksiyasmm izolə edilmiş məxsusi nöqtəsi deyil.

z = —  nöqtələri isə izolə edilmiş məxsusi nöqtələrdir. Əgər 
m

(p(z ) = ——  = sin -  işarə etsək, onda
f ( z )  z

<p(z) = s in - ,  <p(zn) = 0, 
z

(p\z) = - - i - c o s i ,  ^'(z„) = - ; r V ( - l ) "  * 0 . 
z z

Deməli, z „ = —  nöqtələri <p(z) = s in -  funksiyasi üçün bir 
m  z

tərtibli sıfırlardır. Onda f ( z )  funksiyasi üçün bu nöqtələr bir tərtib 
li polyuslardır.
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IV FƏSİL. Ç IX IQ L A R  NƏZƏRİYYƏSİ VƏ ONUN
TƏ TBİQ LƏ Rİ

§ 16. A nalitik  funksiyanm  izolə edilmiş m əxsusi 
nöq tədə çıxığı anlayışı

Tutaq ki, z0 nöqtəsi / ( z )  funksiyasmm izolə edilmiş məxsusi 
nöqtəsidir.

со

f ( z )  = £ c „ ( z - z 0)*; 0 < |z -  z0| < p ,

^ J L f - r i L j f .

Torif. res[f(z) ,zQ] = —  \f(Ç)dÇ kompleks ədədinə f ( z )  funksiya- 
2m с\

sımn Zq nöqtəsirıdə çıxığı deyilir.

Burada C+ konturu / ( z )  funksiyasmm analitikiik oblastın- 
ılan çıxmamaq şərti ilə z0 nöqtəsini daxilinə ala bilən qapalı kon- 
turdur.

Aydmdır ki, res[f (z), z0] = c_,.

16.1. Ç ıxıqlar nəzəriyyəsinin əsas teorem i

Teorem. Tutaq ki, f ( z ) e  Coo{G\z,,z2,...,zv} sonlu N sayda izolo 
olunmuş məxsusi nöqtəni çıxmaq şərti ilə hər yerdə analitikdir

Onda J/(z)flfe = 2 ш £  re s [ /(z ) ,z j
Г'С  " = l

İsbatı. A Əgur / ( ; : )g Coo{G}, onda ö G -n in  bütün nöqtəh)ri /(,-) 
ııçiin düzgün ııöc|U>1цгс1 ir. f ( z )  funksiyasmm hər bir izok> olıımııır.

nöqtəsini ayrı-nynliqtla bir qapali үп konturu ilə ayırıuı ,)<, v* 

үn konturları ilv> mnluludlnjjmış bu çox rabitəli oblaslda /( > lım

I



ksiyası hər yerdə analitikdir. Onda çoxrabitəli oblast üçün Koşi 
tcoreminə əsasən

\ f ( z )dz  = 0 -
дС и = 1

Burada ikinci toplananı bərabərliyin sağma keçirsək, inteqral 
lama istiqamətini əksinə dəyişsək və çıxığm tərifıni nəzərə alsaq:

jf(z)dz= 2m 'Y j res[f{z),zn] alarıq .T
,'C, "=ı

16.2. Polyusda çıxıqların hesablanması düsturları

Çıxıqları hesablamaq üçün əsasən aşağıdakı qaydalar mövcuddur
a) əgər z0 aradan qaldirila bilən məxsusi nöqtədirsə, onda

res[f(z),z0\ = 0 .
b) ə g ə r  z Q n ö q t ə s i  m tə r t ib l i  p o ly u s d u r s a ,  o n d a  y a z a  b i l ə r ik :

/ • /  ч °  m C -\
/ ( z) = , V ,+ - + — -  + co -( z - z 0) z - z 0

( z - z „ ) ,,,/ ( z )  = C. , l +„.+  C; '
( Z z n )

1 d " '  1 Г 1
r a [ / ( z ) , z 0] =  с . ,  =  ? -г- lim -  , [(z - >  z j ' f ( z )  .

(ш -1 ]!: " az
Xüsusi halda, m = 1 olduqda

r e s [ / ( z ) , z 0] = c_, = l im [(z  -> z 0 ) . / ( z ) ]  •
r - * Z 0

Əgər /(Z ) = ^ ,  ç?(z0) * 0 ,  ı//(z) = ( z - z 0)ı//'(z0) + ..., 
ı/y(z)

^ (z0) * 0 . Onda res[/(z),z0] = c_, = ~ Z- ^ - .
^  (z0)

c) əgər z() vacib məxsusi nöqtədirsə, onda

^ [ / (Z ) ,Z 0] = C .,= ^ T
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Funksiyasmm sonsuz uzaqlaşmış nöqtədə çıxığı

/ (‘,v| / '( z ) ,z j  = —c_j = — — ff (g)dğ  düsturu ilə hesablanır.
2 m c\

Əgər zw aradan qaldirila bılən məxsusi nöqtədirsə, onda çıxıq 
.11ırdan fərqli ola bilər.

Nlosələn, f ( z )  = 1 + -  . z^ aradan qaldirila bilən məxsusi nöqtədir.
z

> '^ \.f\z),z j = -c_, = -1 * 0 .
Tam kompleks müstəvidə analitik funksiyanm zra nöqtəsin- 

• h»ki bütün çıxıqlarmm, sonlu sayda izolə olunmuş nöqtələrini çıx- 
ııiiici şərti ilə, cəmi sıfra bərabərdir.

§ 17. Çıxıqlar nəzəriyyəsinin həqiqi dəyişənli funksiyalarm I 
ııöv qeyri-məxsusi inteqraHarımn hesablanmasına tətbiqi

lem m a 1. Tutaq ki, / ( z ) e  Coo{|z| > R0 fUmz > 0} sonlu sayda izolə 

Ыиптщ məxsusi nöqtəni çıxmaq şərti ilə analitikdir və

^ > 0 - ° nda Jım ј / ( £ Ж  = ° '
|z| R̂ c ) t

Hıırada C'R konturu |z| = R П lm z > 0 yarımdairəsidir.

I shall. A R > R() olduqda

16.3. Funksiyasm m  sonsuz uzaqlaşm ış nöqtədə çıxığı

/ ( £ № fl/(£ )| ds = olduqda. V
К  Кl И

Orydlor:
I v)gi)r г/?, .и;1, (pj olduqda Lemma 1-in şərtləri ödənərsə, onda

Inn [/'(£)</<; о И in ııdı I ГЈГ konturu |z| = Ä fl(^, < argz <(p2) sekto-

I I l l ldl l  yCl ' İDŞUM 1,4*V I I ' t p  l V S l i d i i r .
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2. Əgər f ( z )  funksiyasi zm nöqtəsinin ətrafında analitikdirsə və zOT 
nöqtəsi ən azı iki tərtibli sıfırdırsa, onda Lemma 1 -in şərtləri ödə-
nər.
Teorem 1, Tutaq ki, lm z> 0  çoxluğunda sonlu sayda zn izolə 
olunmuş məxsusi nöqtələrə malik f ( z )  analitik davamı olan, həqiqi 
oxda məxsusi nöqtələri olmayan və Lemma 1-in şərtlərini ödəyən 
f  (*) funksiyasi -  со < x < oo olduqda verilmişdir. Onda aşağıdakı I 
növ qeyri-məxsusi iteqral var:

r. дг

\ f {x)dx  =2;п']Г res[f(z),zn)
« = !

İsbatı. ▲ R > R0 o lduqda{-/? <x<Ä}UCJ{|z| = Ä fllm z >0} kontu­
ru nu götiirək. Çıxıqlar nəzəriyyəsinin əsas teoreminə əsasən yaza 
bilərik:

\ f {x)dx  + j f (Ç)dÇ = 2 т ^  res[f(z),zn] ( 0
- R  C'„ « = '

Ancaq Lemma 1 -ə əsasən

lim \ т щ =  0

(1) bərabərliyinin sağ tərəfi R -  dən asılı olmadığına görə alırıq: 

] f (x)dx  =2m £  res[ f { z \ zn ] • ▼
X " = l

Q eydlər: 1. Əgər f { x )  funksiyasi cütdürsə ( / (—jc) = /C *))və teo­
rem 1 -in şərtlərini ödəyirsə, onda

Т. N

\ f {x)dx  =Я1^ res[ f ( z) , z j
0 ', = l

2. f ( x )  funksiyasmm aşağı yarımmüstəviyə analitik davamı aşağı 
yarımmüstəvi üçün analoji Lemma 1-in şərtlərini ödəyirsə, onda 
analoji teorem də doğrudur.
M isal 4.82.Qeyri-məxsusi inteqralı he- ^  ^ R
sablayın. ^  z„bew" \ ^2зг/п



j f ( z ) d z -  2 m e s

r
2 m 2 m

1 , e " =+ z" J
= e'« (şək. 37) 1-ci tərtib polyusdur L

i x  (n +1) ј ж

пе n ne n 
Digər tərəfdən

J/(z)<fe = ]f (z)dz  + \f(£ ,)dğ + \ f ( z )dz  ■
г  0 <~ L-

R ->• oo olduqda ikinci toplanan sıfra yığılır (Lemma 1 -in qey-
İ2ı

dinə əsasən). Üçüncü toplananda z = x e n
Ил r  ̂ Ил \ \

z = xe n f xe " = /(■*)
\ \ У

R oo olduqda alarıq:

j f ( x ) d x - e  " j f (x)dx  
о 0

Buradan isə alarıq:
со

\/{x )d x    -

( lm
l - e "

2 m

J f {x)dx  =
2 m

ne

71

пе n
( 2 rri \

\ - е п
. к 

wsm — 
n

Lemma 2 (Jordan). Əgər f  (z) e Coo{|z| > R0 П Im z > 0} çoxluğunda 

sonlu sayda zn izolə olunmuş məxsusi nÖqtələri çıxmaq şərti ilə 
hər yerdə analitik və |z|-->oc olduqda müntəzəm f  (z) 0

( arg z - ə  görə müntəzəm  0 < arg z < n  ), z e l m z > 0 ,  onda a > 0 
olduqda

lim \е“'4f{Ç)dÇ =0, burada C'R konturu |z| = /?D lm z> 0  yarımçev-
II +'/) J

ivdir.
Isbatı. A V ^ > 0  üçiiıı 3/Tfjz|>tf olduqda 

I / (z)I < R ( z ) , R -> oo olduqda /?(£•) 0

R > Ä0 olduqda



JV"{/ ( £ №  £ \\eH f( i) \d s<
Q Q

£  =  R e i<0 =  x  +  i y ,  x  =  R c o s ç ,  y  = R s i n < p , dfe =  I t a p  |  ^  ^

, ' « f  _  g 'r tC - 'f+ Ö ’) _  e iaXQ - “y  | g ' « £ |  —  -  g - « « s i n ^

n
71 it 2

< eR \\ei,l4\dtp =eR\e-,,R™4(p =2sR je " ,Rsin4(p <
0 0 0

2 2 ]
0 <<£><— olduqda (ps>m(p>—(p f

n тс J
Г
2 2(iR(p i  __

< 2£TjR fe * <fy=s*----------- >0, Л-^оо olduqda
 ̂ aо w

R-+oo olduqda s ( R) - * 0 ( д > 0 ) .Т  
Q eydlər:
1. Əgər f ( z )  funksiyasi Jordan lcmmasınm şərtlərini lm z< 0  ol­

duqda ödəyərsə, onda a < 0 olduqda ]jm fel(,4f{Ç)dÇ =0, burada CR
Л-> со J

Си
konturu |z| = R П Im z < 0 yarımçevrədir.
2. Əgər / ( z )  funksiyasi Jordan lemmasinin şortlərini R ez> 0  ol­

duqda ödəyərsə, onda a - i a  ( a >  0) olduqda lim [e-t'fi& dÇ  =0,
/<-+uy j 

С'н
burada C'R konturu |zj = i? n R e z > 0  yarımçevrədir.

3. Əgər f ( z )  funksiyasi Jordan lemmasinin şərtlərini R ez< 0  ol­

duqda ödəyərsə, onda a - - i a  {a > 0) olduqda Um \ea-f(4)d^ =0,
/ f - » a ı  J

G
burada CR konturu |z! = R fl Re z < 0 yarımçevrədir.

4. / ( z )  funksiyasi üçün Jordan lemmasinin şərtləri Im z>jy0 

( Re z > x0, Im z < y0, Re z < x0) olduqda ödənir, burada y 0(x0) -  həm 
müsbət, həm  mənfı ola bilən qeyd olunmuş ədəddir, inteqral isə 
|z • /y0| = /?П Imz >0 ( |z - x o| = i? f |Im z > 0 ; |z-zy0| = /? f llm z < 0 ,
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\ z - x 0\ = tffllm z  < 0 ) yarımçevrələrinin qövsü üzrə götürülür. İsbat

analojidir, lakin inteqralı qiymətləndirərkən
ğ = Re'f/,+ iy0(Ç = Re'*‘+ Xq) əvəzləm əsi aparmaq lazımdır.

(a >  0) olduqda üm \e~a4f(Ç)dÇ= 0, burada C’R konturu
R —► oo J

C„

\z\ = R П Re z > 0 yarımçevrədir.

5. f ( z )  funksiyasi üçün şərtlər yüngülləşdirildikdə də Jordan lem- 
ması doğru qalır. Tutaq ki, f ( z )  funksiyasi Imz > y0 və |z |> tf0 

olduqda a rg (z -z> ,)-ə  nəzərən |z|-»oo olduqda sıfra 

-  <pQ < arg(z -  /y,) < , 7т-(р2< arg(z -  iyx) < n  + <з0 sektorlarında

müntəzəm yığılır və q>x <arg(z-z>,) < л -с р 2 , 0 <<p0i<p},<p2 < ^  və

y x > y 0 sektorunda müntəzəm məhduddur. Onda a > 0 olduqda

lim [eu,if{Ç)dÇ =0, burada CR konturu \ z - i y \  = RÇMmz > y0 ya-
C‘„

rımçevrədir.
Teorem  2. Tutaq ki, f ( x )  funksiyasi -o o < x < oo olduqda verilmiş, 
Im z  > 0 çoxluğunda sonlu sayda zn izolə olunmuş məxsusi nöqtə- 
ləri çıxmaq şərti ilə hər yerdə f ( z )  analitik davamı olan, həqiqi 
oxda məxsusi nöqtələrı olmayan və Jordan lemmasinin şərtlərini 
ödəyən fiunksiyadır. Onda aşağıdakı inteqral var:
\  л'
je ia\f{x)dx = 2 т ^  res[ekaf { z \ z n\, burada zn-lər lm z> 0  ya-

—SC И = 1
rımmüstəvisində izolə olunmuş məxsusi nöqtələrdir.
İsbatı. A R > R 0 olduqda{-tf < * < /?}UCİ{|z| = Ä n im z >  0} kontu-
runu götürək. Çıxıqlar nəzoriyyəsiııin osas teoreminə əsasən yaza 
bilərik:

R. . - nI / ( . - ) < / . ' .  2/ и У  z , ]  ( 1)
Lakin Jordan lemmasma usason
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lim \eia4f(Ç)dÇ  =0

(1) bərabərliyinin sağ tərəfı Ä -d ə n  asılı olmadığma görə alırıq:

burada z 0 birtərtibli polyus, к > 0,a > 0 .
Qeyd. Lemma 1 və lemma 2-də cüzi dəyişikliklər etm əklə f ( z )  
funksiyasmm sonsuz sayda izolə olunmuş məxsusi nöqtələri olan 
hal üçün onların doğruluğuna nail olmaq olar.
Tərif. Ə gər f ( z )  funksiyasi bütün kompleks miistəvidə təyin olun- 
muşsa və müstəvinin sonlu hissəsində polyusdan fərq li məxsusi 
nöqtələri yoxdursa, onda kompleks dəyişənli f ( z )  fünksiyasına me- 
rom oıffunksiya deyilir.

Bəzi mühüm inteqrallar.

N

M isal 4.83. İnteqralı hesablaym.
< *>  j j  1 с о _______j____j  1 с о _______ j___^

3. /  = f ( x ) dx ,  0 < a <1.
0

Y j res[zt' - ' ( l - z y (lf ( z ) , z k], a0 = H m /(z) ■
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Misal 4.84. İnteqralı f - ^ Z İ  hesablaym.
■Д2г (z - l) (z -5 z )

H ə l l i .  inteqralalti funksiyanm məxsusi nöqtələri z ,  = 0 , z 2 =  1 və
z3 = 5i  nöqtələridir. z 3 = 5i nöqtəsi inteqrallama konturuna daxil
deyil. Z| — 0 nöqtəsi iki tərtibli polyusdur. z2 =1 nöqtəsi bir tərtibli
polyusdur. Çıxıqlar nəzəriyyəsinin əsas teoreminə əsasən alırıq:

I  ~ 7  d z  =  2 ™(r e s l f ( z )> z ,  ] +  r e s [ f ( z ) ,  z 2 ] )
јг--/ј---2 ^  J l )

Polyusda çıxıqlarm hesablanması düsturundan istifadə etsək
alarıq

r e s [ / ( z ) , z , ]  =  i l i m  
1! г~>°

f  ' \
( z - 7 ) z 2 л

z  ( z - l ) ( z - 5 ı ' ) ,
V У

= ı i m  İL l l ) ( z - 5 / ) - ( z - 7 ) (2 z - l-5 Q  = 7+30/
'-о ( z  -  l ) 2 ( z  -  5/)2 25

Sadə polyus üçün

r e s [ f ( z ) , z 2] = l im  [ y  ^  = - ~
z  ( z  -  l ) ( z  - 5 / )  1 - 1

Bunları yuxarıda nəzərə alsaq, alarıq
Г z - 1  . „  / 7  +  30/ 6 > ( 24 106 .

• a z  =  2 л 2 -----------------------------=  я ч -------------------г
_ i . 2 z ' ( z - l ) ( z - 5 z )  V 2 5  1 — 2у V 5  2 5

/УMisal 4.85. Inteqralı hesablaym: Г   , а > 1.
- а + cos х

Həlli. z = e" əvəzləm əsi aparaq. x dəyişəni 0-dan 2 я - у э  qədər 
dəyişdikdə z dəyişəni | z |  = 1 çevrəsi boyunca müsbət istiqamətdə

qiymətlər alar. ^

cosx= 1 (<■'* f g~fa)= — — və d x  =  —  olduğunu nəzərə alsaq, 
2  2 z  iz

alarıq:

I \ I



d x  r d z  2  г d zr  Ü X  г  L i t  Г

j a  + cos х J . j V + l  J  i J ,
iz  I  +  a

2 z

z * +  2  a z  + 1

Məxrəcin kökləri z, = - a  + л [ а 2 - 1 , z 2 = - a -  у / а 2 -1  sadə po-

lyuslardir. z, = - a  + л/я2 -1 nöqtəsi |z| = 1 dairəsinin daxilində yer-

ləşir. Onda r e s f ( z  ) = — ------ olduğundan yaza bilərik
2л/ й2 -1

2 r d x  - 2  [ ( ẑ  2

I  a  +  c o s  x  i |г,Ј, z 2 +  2 a z  +  I i 2  J a 2 - 1  y j a 2 - 1

Misal 4.86. İntcqralı hesablaym:
2 я

I i ) d( p
о

Яэ///. z  = e2i''’ əvozlomosi apaıaq. cU»yişetıi 0-dan 2 z r-y ə q ə d ə r  
dəyişdikdə z  dəyişəni |z|  I çevrusi boyunca miisbət istiqamətdə 

qiym ətlər alar.

2 i(p = ln z , dcp = — ■ — . Onda 
2 /  z

tg{(p + İ) = -
e  -  e e 'V - e - " e  <■ -fz _ z - e ^

+ e-':'>"‘>) ,(e 'V ' + e-"e>) V,- e ] i(z + eM

1 « 1 vrJ
Bizım halda, z  = 0 və z  = -V  nöqtə ləri sadu polyuslardır. 

z  ~ 0 nöqtəsi inteqrallama konturuna daxildir vı> ms[/(z),0] = -1 .  
Onda inteqral

+  i)d(f> = j  — =  1) m -

о 2l' l  L z + e z 2'

M isal 4.87. İnteqralı hesablaym: J d x

x +1
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vami olan / ( z) = —!—  funksiyasi Jordan lemmasinin bütün şərtlə-
z 4 + 1

rini ödəyir. Yuxarı yarımmüstəvidə bu funksiyanm məxsusi nöqtə-
--■(Ik i l)

ləri zk = e 4 , к = 0,1. Hər iki nöqtə bir tərtibli polyusdur.

Ona görə de = 2m res[f(z),  z„) = ■
+1 A=0 2

■cos cocdx 
x 2 + a‘

Həlli. Qeyd edək ki, Eyler düsturuna görə cos ax = Re eiax. Onda
•cosaxdx _ хг
  ~  = Re I— :x +a Jx +a

Həlli. inteqralalti funksiyanm yuxarı yarımmüstəviyə analitik da-

M isal 4.88. İnteqralı hesablaym: \ cosax^ x  , a  > 0, a > 0
J y 2 4 - П 1

inteqrali f cos axĉ . = Re f——~  kimi yazmaq olar. Inteqralalti
J  Y 2  -4- П 2  j  Y 2  -4- П 2

funksiyanm analitik davami olan = funksiyasi yuxari
z 2 + a }

yarımmüstəvidə sadə polyus olan yegant) ., in moxsusi nöqtəsinə 
malikdir. Onda çıxıqlar nəzəriyyəsinin osas leorcinitu) görə 

'rcosaxdx V e""dx ,, , . . . я
I—  r = R c  J Г ~  • 2/mv.v|/(:0,.-r,l • < ? - .
J x + a J x + a a-cc «*’

•* */It
M isal 4.89. Inteqrali hesablaym I

I 1 )(z -2)

Яэ///. г,-/,2 poılyıislaıI mU-qinllama konlurıına daxildir. Çıxıqları 
hesablayaq:

rc\ I / '( ) ,  11 11 in (•' /) /’(*) -
2/(2 - 0  

i/<■% I / ( I, / 1 lim ( i f ) . /  ( ^ )  =  - 2/(2 + /)

r e s [ f ( z ) , 2] = lim( . 'l / i  ) Onda inteqral

I z 2d z -  2///
j i 3(^+ i)(z -2 )

I I 4+ ■ „  . 1 0 + 5 2 - 1 0 + 5 7 4 4 0 /  „  . = 2m---------------------  = 2 m
K /) 21(2 + i) 5J 2z(4 +1)5

Bu inteqrali soiısu/ ıı.-aı|laşmış nöqtədəki çıxıq vasitəsilə he­
sablayaq:
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Onda r e s [ f ( z ) , z , ]  = - 1 və deməli, yenə inteqral 2/гг-уә bərabər- 

z 2d zdir. Yəni I = 2 тс

z 20dz

,:l{} (z + \)(z -  2)

M isal 4.90. Inteqrali hesablaym: f
J :2( 2z - ' + \ y ( z* - i y

Həlli. Bütün zk = VT,3V-0,5 məxsusi nöqtələr inteqrallama kontu- 
runa daxildir. Bu nöqtələrdə çıxıqların hcsablanması kifayət qədər 
mürəkkəbdir. Ona görə də

\ f {z)dz  = 2Л7‘Х  ^.ç[/(z), ] = - 2nires[f{z), z,x ] düsturundan istifadə
cG

edək. Inteqralalti funksiyanı a.şağıdakı kimi çevirək:
r 20

/(* ) = -
4 z " \  1 +

2 z'

1 г н----
2z 4z

1

.1 II "• z _ _ L
4 4z

Onda re s [ / ( z ) ,z j  = -  və inteqral

z 20dz
\:*=1(2z +1) (z -1) 

Misal 4.91. inteqrali hesablaym:

I z + sin 2z
■dz

LIU sin -  • (z -  л )
Г 21” 2

Həlli. = г3 +sin 2z funksiyasmm məxsu-

sin — *(z -n )  
2

m
2

1lv

’"*ч

ä4 'i

V  ^
Şəkil 39.

JXb \

si nöqtələri z = к  və z„ = 2 m , n e Z  . Görürük 
ki, konturun daxilinə z = я  və z0 = 0 nöqtə ləri düşiir(şəkil 39).



Z = 71 nöqtəsi İİÇÜn _ Z3 +Sİn 2Z y /Ll(z) = 7VZ İŞ<U4) t lsuK, olltl.l
. z 

s ı n  —
2

/ (z) = —■ — olar. Я(тг) = - -  -  ж3 * 0 , //(/r) = 0 , // '(^ ) 1 /0 .
/z(z) 1

Deməli, z = n nöqtəsi bir tərtibli polyusdur. Onda çıxıq
ч Я(л’) 1resf(x) = -  = л- •

А 00

zo =0 nöqtəsi üçün A(z) = z3 + sin 2z , /u(z) = s m - ( z  ~ л)  işarə

etsək, onda Д(0) = 0; Ä'(z) = 3z2 +2cos2z , Л'(0) = 2 * 0 ;

//(0) = 0 , //'(z) = ^-cos-^(z- 7г) + sin , //(0 ) = - y  * 0 • De-

məli, bu halda z0 = 0 aradan qaldirila bilən məxsusi nöqtədir. Ona 
görə də resf{0) = 0 • KLoşi teoremindən istifadə cdərək tapırıq ki,

z3 + sin 2z
-dz = 2тп ■ 7Г' = 2/r4/

)г--1=2 sin - - { z - к) Г 2) 2
M isal 4.92. inteqrali hesablaym:

Həlli. f { z ) с 11 III к  SI \ Л S111111 ycganə

məxsusi nöqtosi „ о ınk|litsidiı vd о da
konturun daxil im» diisiıı(şnk 10). Inteqra-
lalti funksiya , in dnniailm  im> ^örə Loran sirasina ayrılır.

/0 0  *
. 1 1 1 1 'I

\

I 1 1 1 +  + . . . - 1
) - * ' 6 z  2 4 z  j У

! - у  + . . . - l  = 
(u- 24 z2
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, 1 1 1  1
=  Z +  1 + ------+ -----7  + -------7 + . . . - -  =

2 z 6z 24 z z
1 1 1 1

=  Z  +  1 ------------ + ------7  + ---------Г + . . .
2z 6z 24z

Görürük ki, resf{0) = • Onda

1z ' V  - 1  1
------------az = -------2яг = -Я 2

z 2

M isal 4.93. inteqrali hesablaym:
г 3z3 + 3 z 2 -  2

U!=3
2z;

-dz

Həlli. Burada yeganə məxsusi nöqtə z0 = 0
nöqtəsi var ki, о da konturun daxilinə 
düşür(şək. 41). inteqralalti funksiya üçün 
Loran sirasi sonludur.

-  _±_ + _ ± _ _ _ L . Asanlıqla görünür ki,
2 z 2 z z

c_, = 0 , deməli, resf(0) = 0. Bu isə deməkdir ki, inteqral da sifra 
bərabərdir.
Misal 4.94. inteqrali hesablaym:

eil 1 sin 3z

Şəkil 41

r e "  I sinJz .■- dz
J z д'АЗя?

г -0 .3

Həlli. inteqralalti funksiyanm moxsusi imqMorini tapaq. Bunun 
üçün shl>7rz = 0 tənliyini həll edək.
37iz = ArshO -  Ln(Q + л/Г) = L«(±l )  =

Я"
= lnl  + < \i + Inki = mii 

0

Deməli, məxsusi nöqtələr z„ - y >

n e  Z , eləcə də и = 0 olduqda alman

z.. = 0 nöqtəsi. -> 0 ,3  olduğundan aneaq 
3

„İ .9

Şəkil 42

138



z0 = 0 nöqtəsi konturun daxilinə düşür(şək. 42). 

f  (z) funksiyasmı j \ z ) = — kəsri şəklində göstərək.
JLl(z)

Burada A(z) = ei: -1 -  sin 3z , ju(z) = z lsKbm . Sıraya ayırsaq, ;ıl;ıi'K|

3 /  Л 1 1  9 / 2  9 z '  1 1  9 z '  9 z '  п  3A(z) = l + 3z + -----4------- + ...-1  -3 z  + -----+ ... = ----- + 9 z +...
2 2 2 2

Deməli, z0 =0 nöqtəsi Л(г) = е3г - l - s in 3 z  üçün 2 tərtibli sı
fırdır.

//(z) = z : ЪЛ2 + 9л-3 2
=  з ® Ј +  9?г3 - sZ + ..

Deməli, z0 = 0 nöqtəsi /u(z) = z 2sh3nz üçün 3 tərtibli sıfırdır 
Ona görə də zo = 0 nöqtəsi / ( z )  funksiyasi üçün birtərtibli polyus 
dur. Onda

r e s f  (0) -  lim -
z s K S ttz

1 -s ın iz  .. e' -  lım —
r—>0

l - s ı n 3 z  З е  
-  =  l ı m  —

r ->0

3cos3z
6 t t z

=  l i m
г-> о

9<?3г + 9sin 3z
6 7Г 6 ж 2к

Burada z -» 0 olduqda sh3m ~ 3ttz  ekvivalentliyindən və Lo- 
pital qaydasından istifadə etdik. Beləliklə, inteqral üçün alırıq:

r ei: - 1 -  sin 3z

ir =0.3

7 -dz = 2m ------= 3/ •
z'sh3nz 2 71

M isal 4.95. inteqrali hesablaym:

|r.2/| I

71 Ы:һ mz
2~~2i

(/ 2 + 2/)2(z -  4 -  2i)
dz

Həlli. Ə vvəlco innxsusi n<>(|h>1;>ri tapinq.
7t = 0

7TZ
IM  I)

+1
TTZDeməli, -  = m-\ 2 mu 
2
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Beləliklə, z n = ( 2  + 4 r ı ) i ,  n & Z  . n  = - 1 

olduqda alman z 0 = -2/ nöqtəsi kontura 
daxildir.
z, = 2 -  2 i  və z 2 = 4  + 2 i  nöqtələri də 
məxsusi nöqtələrdir. Kontura 
z, = 2 - 2 i nöqtəsi daxildir(şək. 43).

т = - ё - və

<?2 +1

6  c h

л о о =

m z

2 - 2 / fu n k s iy a -

6.1
Şəkil 43.

( z  -  2  +  2 0 2 ( z  -  4  -  2 i )  

larmm məxsusi nöqtələri m üxtəlif olduqlarmdan inteqrali iki inte- 
qralm cəmi kimi hesablamaq olar.

(p{z)  =  ■ 

<p'(z) =

1 + 1

fM )
1 к 
n 2

i ş a r ə  c d o k .  O ı ı d a  <p(~2i )  = 0 ,
n

о 2 1
(p'{ 21) = -~е^ = - ~ ‘ D em əü> Zq = -2i  nöqtəsi

/,(z) funksiyasi üçün bir tərtibli polyusdur. Onda çıxıq aşağıdakı 
kimi hesablaııar.

1
r e s f  ( - 2 / )  =

cp'{~ 20
=  - 2  •

İndi isə / , ( z )  funksiyasına keçək. Onu = kəsri
/ z ( z )

şəklindo göstərək. Burada ц 2) 

Görürük ki, Я ( 2 - 2 / )  =

б с һ
m z

2 ~ 2 İ - ,  / / ( z )  =  ( z - 2  +  2 / ) 2 . 

6 c o s ( - ; r )  3

( z - 4 - 2 0
б с һ т

* 0 5
2  -  2 /  -  4  -  2 /  -  2  -  4 /  1 +  2 i

/ı(z) = ( z  — 2  + 2 / ) 2 funksiyasi üçün isə z,  =  2  -  2 /  nöqtəsi iki tərtibli 
sıfırdır. Dcmoli, z, = 2 - 2 /  nöqtəsi / 2 ( z )  funksiyasi üçiin iki tərtibli 
polyusdur. Polyusların hesablanması düsturundan istifadə edək. 
Əvvəleə törəm əni hesablayaq.
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Bu ifadə doifadə də г, 2 2/ olduğunu nozoro alsaq

r e s f 2 ( 2  -

=  6 -
1   6  _  6  _  3 ( - 6  -  8 Q

0,18 0,24/
( - 2  - 4 / ) 2 4 - 1 6  +  1 6 /  - 1 2  +  1 6 /  3 6  +  6 4

alarıq.

I  - f +
( z  -  2  +  2 / ) 2 ( z  -  4  -  2z )  d z|r+2/|=3 e  2 +  j

V

= 2m(-2 -  0 , 1 8  -  0 , 2 4 / )  =  л ( 0 , 4 8  -  4 , 3 6 / )

J/?(cos/,sin t)dt , (burada R funksiyasi cost və sin t arqu-

mentlərindən asılı olan və inteqrallama sərhədləri daxilində məh- 
dud olan rasional funksiyadır) inteqrallarını hesablamaq üçün 
aşağıdakı qaydadan istifadə edilir.

Bu inteqrali hraıblamaq iiyiin isə çıxıqlar haqqmda Koşi teo- 
remindən istifado clıımk Maı Noticədə biz həqiqi ədəd almahyıq, 
çünki ilkin inqeral Ii;k|U|i nlı

Rasional funUsiynlaı ııı moxsusi nöqtələrinin xarakteri ilə 
bağlı olan bir xüsusıyynii qcyd odək. Əgər / ( z )  ixtisar olunmayan 
rasional kəsrdirso, oıula oıııııı moxsusi nöqtələri məxrəein sıfırları-

z  — 1
s i n r  = ------- va 1 ();?/гI ıiUcqı allanuı parçası С : Ы  = 1 konturuna ke-

2 / z  1 1

çir. In teq ra l  i s o  a s a j ’Hİakı чикһ» dii.şiir:

J I' (z)dz •
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dir. Bu sıfırlar polyuslardır və onların tərtibi məxrəcin sıfırlarmın
2 , -3 I s

tərtibi ilə üst-üstə düşür. M əsələn, f ( z )  = -------------  funksiyasi
(z2+l)2z3

üçün z0 = 0 nöqtəsi üç tərtibli, z, 2 = ±i nöqtələri isə iki tərtibli po- 

lyuslardır. Çünki /(z) fun ksiyası ixtisar olunmayan kəsrdir və 
məxrəc z3(z2 +1)2 = z3(z -/)2(z + /)2 şəkliııdə göstərilə bilər.

2n //
M isai 4.96» İnteqralı hesablaym: L - - , / ---------

0 4V2sin/ + 6
Həlli. Əvəzetmə aparmaqla inteqralalti iiınksiyam aşağıdakı şəklə 
gətirək.

d t  d z  d z

4л/2 sin t  + 6 . Г/z 4л/2 z -1 
2  iz

Onda inteqral aşağıdakı şəklə düşər

2r d±  = f
»  Л . -  / О  C 1 r*ı t  _L J

+ 6 2V2

d z

2 3ı
z  -i— z  - 1

V2

j 4л/2sin I + 6 |<н2V2 I ı* н j i z - l

inteqralalti д 2) _

2 л/21 3/
л/5

funksiyasi rasional ol-

z 1

duğundan onun məxsusi nöqtəluri asaıılıqla 
tapılır.

z2+ ^ L z - 1 = 0 tənliyini həll cdnk. Onun
v 2

1 ədodbridir. Bukökləri z. — —/л/2 ;
л/2

nöqtələr / ( z )  funksiyasi üçün hii l;»rtibli po- 

lyuslardir. Lakin z - ~ J — nöqtəsi |z| = l
л/2

0

Şəkil 44.

konturuna

/0 0  =

daxildir(şək. 44). / ( z )  funksiyasi

1  şoklində göstərilə bildiyiııdən
2 İ̂2 (z + !— )(z + /л/2) 

л/ 2
142



z, = - - U  nöqtəsində çıxıq
V2

resf(z2) = lim f ( z)
/  • \ ız + = lim

4 2 )  .-^2V2(z+/V2) 2^ _ _ L  + İ̂  2i
V2

olur.
Onda inteqral

dt _ 0_. 1
■ j—  —  2*ТП * —  7Г

o4V2sin/ + 6 2 /

Misal 4.97
2л j .

.97. Inteqrali hesablaym: f——— ~L---------
о ( V 5  +  V 2  c o s / ) 2

Яэ///. Əvəzetmə aparsaq, alarıq

2f d* Г
 ̂ ( л / 5  +  y f l  c o s  / ) 2 ^

Ğ?Z

/z -%/5 + 42 •z 2 + 0  

2 z

= 1
( İ Z = Һ

*H iz ■ - lT (2V5z + V 2z2 + V2 j2 l*l=ı i{z2 +JTÖz + \ }  

M əxrəcin kökləri: z - -  1 ±  1  ədədləridir. Kontura

ancaq z. = + I? nöqtesi daxil- Av

d i r ( ş ə k .  45 ) .  Bı ı  n ö q l u  iki tn r t ib l i  p o l y u s ­
dur .

i n t e q r a l a l t i  l ı m k s i y ı m ı

f ( z )  = -

4

Şəkil 45.

I j Itşəklində göstərmnk miiuikim olduğundan z ı_ nöqtosiıı

dəki çıxıq

I И



olar. Onda axtarilan inteqral

0 (yfs + л

Tutaq ki, f (x)  funksiyasi f ( x ) = şəklində rasional fun-
0 ,, ( x )

ksiyadır, Pm(x) və Qn(x) çoxhədliləri uyğun olaraq m və n də- 
rəcəlidirlər.

Əgər / (x) funksiyasi bütün həqiqi oxda kəsilm əz funksiya- 
dirsa ( Q n { x )  * 0) və n > m  + 2 , yəni məxrəcin dərəcəsi surətin də- 
rəcəsindən heç olmazsa iki vahid böyükdürsə, onda

Sağda yuxarı yarımmüstəvidə yerləşən bütün çıxıqların cəmi durur.
Əgər f ( x )  funksiyasi bütiin həqiqi oxda kəsilm əz funksiya- 

dırsa ( Q n { x )  * 0) və n>m + \,  yəni f ( x ) funksiyasi diizgün rasional 
fuııksiyadırsa, onda

^oklində inteqralları hesablamaq iiçün aşağıdakı qaydadan istifadə 
ctmək əlverişlıdir.

g(z) = f { z ) e İAs funksiyasıııa baxaq. Bu funksiyanm yuxarı ya- 
I ımmüst'ovidə yerləşən məxsıısi nöqtələrindəki çıxıqlarmm cəmini 
lapırıq. Alman nəticəni 2m -  yw vururuq. Sonuncu nəticənin həqiqi 
hissosi yuxarıdakı birinci inteqrala, xəyali hissəsi isə ikinci inteqra- 
la borabər olıır. Başqa sözlə, b i/ eyni zamanda iki inteqral hesab- 
lamu? olurııq. Гоппа! olaraq bunları belə yazmaq olar:
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J /  (x) cos Axdx = Re

j / ( x ) s i n  A x d x  -  I m

2яг £ V e s ( / ( z * )e '^ )

2 л /  ] [ / e s ( / ( z A У * * )

Im г( >0

+  л  И үMisal 4.98. Inteqrali hesablaym: f  _______
_{(x2+\)2(x2 + l6)

Həlli. Surətin dərəcəsi si fra bərabərdir, məxrəcin dərəsi isə 6-ya
1

b ə r a b ə r d ir .  f ( x ) = funksiyasi isə həqiqi oxda məx-
(x2 + \У(х2 +16)

susi nöqtələrə malik deyil. Deməli, inteqrali hesablamaq üçün yu- 
xarıdakı düsturu tətbiq etmək olar. Yuxarı yarımmüstəvidə / ( z )  

funksiyasi z ,  = 4 /  birtərtibli və z 2 =  /  iki tərtibli polyuslara malik- 
dir. Əvvəleə z,  =  4 / nöqtəsində çıxığı tapaq. f ( z ) funksiyasını

/  (z) = — — . 1 ' _-----— şəklində göstərmək olar. Onda
( z  + 1 )  ( z  +  4 / ) ( z  - 4 / )  

1
resf ( 4 / )  =  lim 1 1

z~*Ai (z2 + l)2(z + 4/) (-16 + l)2(4z + 40 1800/
1

z 2 = i  nöqtəsi üçün f  ( z )  funksiyasım / ( z )  =

şəklində göstərmək olar. Onda
1

, , , = l im
( z  +  z) ( z 2 + 1 6 ) J

2 i 13

resf(i) = lim — 
г-w dz

- 2   ____
~  (203(-l + 16)  ( 2 / ) 2( —1 +  1 6 ) 2 ~  9 0 0 /  

Deməli, \

- 2

( z  +  / )  ( z  -  / )  ( z  + 1 6 )

2  z

( z  +  / )  ( z  + 1 6 )  ( z  +  / )  ( z  + 1 6 )

d.x

i ( x 2 + i)-’'c ? T İ6 )I 2 m 1 + • 13

M isal 4.99.

1800/ 900/ 

jtcos 2x

= 0,037t olar.

İnteqrnlı h e s a b l a y m :  f dx •
J (x2+1)2

I I*



H ə l l ı .  g ( z )  =
z e

( z 2 + \ Y
funksiyasma baxaq. Bu funksiya yuxarı ya-

rımmüstəvidə yeganə bir tortibli z 0 = / polyusuna malikdir.

r e s g { i ) = l i m
d z

z e Uz \

( z  + i )
=  l ım!

e + l ie 1 2  ze~

( z + i )  ( z  +  / )

(2/)'
2 e  2 l i e  2

_  - ј .

( 2  i f  2 e '

Ondaa I d x  = R e 2 7П • = 0
[(x + 1)2 V 2e2

Qcyd edək ki, f \ x ) = * c°s2* funksiyasmm tək funksiya ol-
( x 2 + l ) 2

duğunu nəzərə alsaydıq, bu nəticəni alardıq. Lakin biz eyni zaman­
da aşağıdakı inteqrali da hesabladıq.

x c o s  2 xr X C O S Z X  , т /  - г Л  71
— г - d x  = 1 т \ я е  1 1 =  —  •

\ (x  +1) v ’ - 2

Misal 4.100. Inteqrali hesablaym: J ( x 2 +  x ) s i n  x  

x 4 + 1 3 x 2 + 3 6
d x  •

I fəllı. g ( z )  =
( z 2 +  z ) e ' ( z 2 +  z ) e lz funksiyasma baxaq. Bu

z 4 +  1 3 z 2 + 3 6  ( z 2 + 4 ) ( z 2 + 9 )

funksiya yuxarı yarımmiistəvidə iki bir tərtibli z , = 2 /  v ə  z 2 = 3 /  

polyuslara malikdir. Çıxıqları tapırıq:
( z 2 +  z ) e u ( —4  +  2 i ) e  ' ( - 2  + i ) e " 2

r e s g { 2 i )  =  l i m

r e s g ( 3 i )  = l i m  / 2

( z  +  2 / ) ( z  +  9 )  4 z ( —4  +  9 )  1 0 /

( z 2 +  z ) e ,z _ ( - 9  +  3 / ) e  1 ( 3  - i ) e ~ b

( z  +  4 ) ( z  +  3 / )  ( - 9  +  4 )  • 6/ 10/

Onda

lm{resg(2i) + resg(3i)) = 2 яг 

3t> 3 2^ 2  ̂ n

(-2 + z)e~2 | (3- Qc 
10/ 10/

5 5\ /
olar. inteqral in qiyməti isə

n  / - 2  \  • я* + — (в - е й
5
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' г (х2 + х) sin л: ,   dx -  im
J v 4 4 - U v 2 4 - if*

( Ъе* 2e"2 ^
v 5  5 y

7 г ( е -  1)

5e3

2/T d0

+  +  3 6

M isal 4.101. inteqrali hesablaym: Г— —— , a > 1.
I a + cos Ө

1 ^ i

Həlli. eh z Hvwzleməsi edək. Onda cosx = — (е1Л + e <v)= ———
2 ; 2 z

dzdz = ie1' dx izdx , dx -  — • Deməli,
I Z

r dz _ 2 r dz
J (  - 2 ^  ~ i , f. z 2 + 2az + l|J =1z z + l

a +
2 z

M əxrəcin kökləri z, = -a  + 4  a2 -1 , z2 = -a  -  j a 2 -  1 -bir tər- 
tibli polyuslardır, |z.|<l və z, nöqtəsi |z,|<l dairəsinin daxilində

yerləşir. Onda r« [ /(z ) ,z ,]=  1 1 1
' 2Z  -  Z

Inteqral isə 

1 . — } n .... = . Cavab: ...
г 2л/ й2 -  1 л/ й2 -1  л/а2 -1

24а2 - \

§18. Loqarifm ik çıxıqlar

18.1. S ıfırların  və polyuslarm  hesablaıım ası (liislıırlan

Tutaq ki, / ( z ) e C o o ( G \ z      /„ lor polyusdur və

/ ( ^ ,  eƏ G ^O . Onda V£< ЛС nöqlnsi dii/gün nöqtədir və

3 / ( ^ e Ə G . .

T ə r if m(z )  ̂ * I In /'(")( funksiyasi f  \ z ) funksiyasmm loqarif-
/( .:)  '

mik törəməsi adlaııır </>(. ) Jiınksiyasının onun zn məxsusi nöqtələ- 
rindəki çıxıqlan loqıtrifnıik ^ıxıqlar adlanır.
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f ( z )  funksiyasm m  z\ sıfıriarı və zk polyusları <p(z) funksiy- 

asının m əxsusi nöqtələridir. Ç ıxıqları necə hesablayaq?
a) Tutaq ki, zk nöqtəsi / ( z )  funksiyasm m  n tərtibli sıfırıdır. Onda

yaza bilərik: / ( z )  = ( z - z j ) " / j ( z ) . f(z°k) *  0 . Buradan isə alırıq:

(p{z) = — 4—  + ■ res[(p{z), zk] = n.
z - z k f ( z )

b) Tutaq ki, zk nöqtəsi / ( z )  funksiyasmm  p  tərtibli polyusudur.

Onda yaza bilərik: f ( z) =    u/(zk) ф 0 . Buradan isə alinq:
( z - z kY

<p{z) = ---------- + Q .  res[ç>(z),zk\ = - p  .
Z- Zk lf/(z)

Teorem . / (z) € Coo(G \ z,,..., zN), zn -  lər polyusdur və

f(4)\ <edG*0.  Onda _ L  f /  (ь№  _ дr _ p t burada N f ( z )  fiun-
U 2m J .  f (4)

ksiyasimn sifirlarimn təkrarlanma dərəcəsi nəzərə ahnmaqla tam 
sayı, P isə f  (z) funksiyasmm polyuslanmn təkrarlanma dərəcəsi 
nəzərə alinmaqla tam sayıdır.
İsbatı. A Ç ıx ıq lar nəzəriyyəsin in  əsas teorem inə əsasən

м  Л' г

ј <p{ğ)dÇ =  2 л 7 ^  res \ (p{z) ,  z m] = 2 m
* «ı -l _ k  = \ к - 1

= 2m(N -  P)

1 f /'(£)<*£ 

18.2. A i( | i ı ı ı i i  iH p ıiı ıs ip i

Xüsusi halda, əgər / ( z ) g  C o o ( G ) ,  onda / v  [ ;u-  . ▼
2 « v ;- /(£>

—  frfln/ ( £ )  = --■ f</ln|/(f)| I- : fırfarg/ ( £ ) •
2m к '  2m lm

\n\f{4)\ həq iq i dəyişənli funksiyasi birqiym ətli funksiyadır, ona

görə onun dəyişm əsi (variasiyası) qapali dG konturu boyunca 4 
nöqtəsi ilə hə rəkə t zamanı sılia horabərdir. D em əli, birinci topla- 
nan sıfırdır. İkinci toplanan iso a rg ( / (£ ) ) - in  dG konturu boyunca
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4 nöqtəsi ilə hərəkət zamanı 2ж -  yə bölünmüş tam variasiyasıdır.

H əndəsi interpretasiya. w kompleks müstəvisində w = f ( z )  fun- 
ksiyasmın qiymətlərini qeyd edək. /(z)eC (Ə G ) olduğundan z 
kompleks miislovisində dG konturu boyunca z nöqtəsi ilə tam 
dövr zamanı ona w kompleks müstəvisində uyğun olan nöqtə 
m üəyyən qapali С konturunu cızacaq. Bu zaman w = 0 nöqtəsi 
həm С kontıımnun daxilinə, həm də xaricinə düşə bilər. İkinci 
halda Var[i\vg(u-)|( 0 . Birinci halda isə Far[arg(w)]c ifadəsinin
qiyməti w 0 ik"k|Iosİ otıafında С konturu boyunca w nöqtəsinin 
etdiyi tam dövrhn in s.ıyma borabər olacaq. Bu zaman w nöqtəsinin 
hərəkəti hoııı ıııiisİKil (saal oqmbinin əksi istiqamətində), həm  də 
mənfı (saal ocjr;»biııin Imt.ıkHi istiqarnəti) istiqamətdə o labilər. 
Arqument prinsipi <»’ oblnsimda /(;:) fıınksiyasımn tam sıfırlarınm 
sayı ilə polyııslarmm s.ıvı ıııasııulnkı Ibrq z nöqtəsinin dG  konturu 
boyunca müsbot isiiq.mı.-iıl.' 111 »ı.ık.>ı 1 /amanı w = f ( z )  nöqtəsinin 
w -  0 nöqtəsi otıalmdak ı ı.m ı«I»>\ ı l.n ııı sayı ilə müəyyən olunur.

R uşe teoremi. Əgər </>(;)■ < -к»') \ч> | / ( • )||л . . • |p(z)||w olar­

sa, onda N [ f  + <p\|(;. N I / ||„

İsbatı. A  f ( z )  və /-'(г) /( )ı v»ı ) lıııık.ıynluı ı ns'iiıı tcorcnı 1 -in
bütün şərtləri ödoııir, I)of'iıiıl.ın dıı /( ). ( • ((/jolmasmdaıı alınır

k i > | / ( 2 )||д<; n ıuxs ı ı s i  n ö q l u l    dı Nil V.» | / (  )||(1(, |</>(~)|U о1“

duğundan (()/ (z)||(,, / / ■( ) • <  ı<<> olııur.ıııdaıı alıınr ki, \F (z)\dG

m ə x s u s i  nöqtəloiv) nııılık dı yıl \и

18.3. Ruşı* (eoırıııl >.> t .>1иiıı ii.sas teoremi

Buradan iso alııııı kı, /v| / i ^ ]|0 Var[arg(f + <p)]dG ;
2/ i
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m  + < p } \c -H [ f] \G = —  V a r [ n g { f  + p ) - a r g ( / ) ] ac = 
I n

{arfa -  arg b = arg —, a = | a | e /arg", A = jö|e/arg\  
b

a \a\

Г Г
/(argrt-arg/))' _1_

2л
arg /  + <Р

f әс

Ј_
27Г

Var arg 1 +£
/ 3G

w = 1 + у  funksiyasim daxil edək. dG konturu boyunca z

nöqtəsi ilə dövr zamam ona uyğun w nöqtəsi miiəyyən qapali С 
konturunu cizacaq. jf ( z ) \ \ r<! > |^(z)j(,c olduğundan bu kontur da ta-

mamilə \ w - \ \ < p < \  dairəsinin daxilində yerləşər, başqa sözlə,

w = 0 nöqtəsi С  konturunun xaricində yerləşir. Buradan isə alınır
f

ki, Var I 1 (P arg| 1 + j = <).▼
гС

Cəbrin əsas teoremi. n dərəcəli çoxhədlinin kompleks müstəvidə 
təkrarlanma dərəcəsi nəzərə alınmaqla n sayda sıfırı var.
İsbatı .  A  F ( z )  = anz" + a xz" 1 + ... + <*„ çoxhədlisini

F { z )  = f { z )  + (p{z) , f ( z ) - a 0z " ,  (p{z) = a{z " + an şəklində gö-

stərək. Aşağıdakı nisbəti düzoldok: <p{z) a, 1 a.. 1

/(*) «o z

 ,c/„ iiçün ЗЛ,, var ki, v|z| = Л ■ /fH üçün ()< <p(z)

/0 0
<1  •

ҺМ
Ruşe teoreminə əsasən N \ f \,_. r = N | / | | . j • Aııcaq j \ z )  = aQz n fun-

ksiyasmın bütün kompleks müstəvidə yegam> n dərəcəli sıfrı 
z = 0  -dır. Onda alarıq ki, İ V | F | ,  = # | / | (_ ј . . л  = я . ▼
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V FƏSİL. K O N FO R M  İN İKA SLAR

§ 19. Konform inikaslar

19.1. f ' ( z 0)*  0-m  həndəsi məoası. Gərilmələrin sabitliyinin və 
bucaqların saxlanması xassələri. Nöqtədə konform inikaslar

Tutaq ki, /(z)gCoo(G) və f ' ( z Q) *  0, 
Aw

e G . Onda

3 f ’(z0) = lim k(>‘“ , /(> 0 , «-m iiəyyən həqiqi ədəddir. Elə
Дг—>0 Д ~

Az-> 0 üsulunıı scçnk ki, z z0 + Az ey,  c: G , z0 e / |5 -müəyyən 
hamar əyridir. Onlaia uygun nöqtolər w=w0 + A w e rı c G ,
( г, - m ü ə y y ə n  h a m a r  o y i i d i r )  o lar  Az v ə  Aw k o m p l e k s  ə d ə d l ə r i  y x 
v ə  Г, k ə s i ş w n  о у п һ п  m m  v c k to r la n d ir .  a rg A z  v ə  arg A w  i s ə  u y ğ u n  

v e k t o r l a r m  u y ğ u n  v.> »»■ ın i ıs t ;»vil;>rindv) a b s i s  o x u n u n  m ü s b ə t  

i s t iq a m ə t i  i l ə  əmuUt j v ı l ı n l ı k ln n  In ıcaq lar  o la c a q la r .  |Az| v ö  |Aw| i s ə

bu vektorların modııllaı ıdıı \ » о olduqda oyrilorin kəsən vek-
torları əyrilərin toxıınau \ < !• loı Һииш k(\iıloı

УА
Та

ЕЩГ

Л = ф I",

ıl 1ь

|Avv| = k\&z\ + o(|A.! ), /. |/ I „ ı| ' >tyı imiiiii scvilməsiııdən asılı

deyil.
|/ '( z 0) | - in həndosl ııiHiiını н /(. )< (\t)(G) və f ' ( z 0) *  o,  z0 e G  

inikası zamanı soır.ıı kn,ıl 'ilı elementI*>ı oxşar şəkildə çevrilir-
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lər. | / '(z0)| isə oxşarlıq çevirməsinin əmsalıdır. | / ' ( z 0)|- ifadəsinə

z0 nöqtəsində w = /  (z) inikası zamanı miqyasm qiyməti kimi bax-

maq olar. | / ' ( z 0) |> l olduqda z0 nöqtəsindən çıxan sonsuz kiçik

elementin gərilməsi, | / ' ( z 0) |< l olduqda isə z0 nöqtəsindən çıxan

sonsuz kiçik elementin sıxılması baş verir. | / ' ( z 0)| = l olduqda

miqyas dəyişmir. Bu xassə gərilmələrin sabitliyi xassəsi adlanır. 
a  = arg f ' { zA  = lim arg Aw -  lim arg Az = Ф. - m . .

Д ;->0  Az -+0

a rg / '(z0) - i n  həndəsi mənası. Ф, (Г, əyrisinə çəkilmiş toxunanm 
у oxunun müsbət istiqaməti ilə əmələ gətirdiyi bucaq) və ( / ,  
əyrisinə çəkilmiş toxunanın x oxunun müsbət istiqaməti ilə əmələ 
gətirdiyi bucaq) bucaqlarınm fərqi üçün alırıq: Ф, =<р} + a (şək . 46). 
Başqa sözlə, arg f ' ( z 0 ) ~  törəmənin arqumentinin z0 nöqtəsindəki 
qiyməti V /  əyrisinin z0 nöqtəsindəki toxunanın əyrinin obrazmm 
w0 = f ( z 0 )  nöqtəsindəki toxunanını almaq üçün hansı bueaq altmda 
döndərilməsini müəyyən edir. «  = a rg / '(z0) ifadəsi əyrisinin 
seçilməsindən asılı olmadığı üçün V /2 üçün zQe y 2\ Ф2=ср2+ а .  
Buradan isə alarıq: Ф = Ф2-Ф , =cp2 (bucaqlarm istiqaməti
və qiyməti saxlamlır)

T ərif z0 nöqtəsinin ətrafının w0 nöqtəsirıin ətrafına inikası bucaq-
ların saxlamlması və gərilmələrin sabitliyi xassosinə malikdirsə, 
onda belə inikasa z0 nöqtəsində konform inikas deyilir.

Konform inikasın tərifındən çıxır ki, sonsıız kiçik çevrə son­
suz kiçik çevrəyə, sonsuz kiçik üçbucaq sonsuz kiçik üçbucağa ke- 
çir.

Əgər w = / ( z )  funksiyasi birqiymətlidirsə, onda XOY 
müstəvisinın hər bir z0 nöqtəsinə UOV müstəvisinin müəyyən bir 
w0 nöqtəsi uyğundur. w0 nöqtəsinə z0 nöqtəsinin obrazı, z0 nöq- 
təsinə isə w0 nöqtəsinin proobrazı deyilir. z müstəvisində əyri 
w = f ( z )  funksiyasi vasitəsilə w müstəvisində əyriyə inikas olu- 
nur. Birinci əyri də proobraz, ikinci əyri isə obraz adlanır. Analoji
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olaraq z müstəvisində oblastın w müstəvisində oblasta inikası 
haqqında danışmaq olar. Əgər bir müstəvinin digər müstəviyə ini- 
kası zamanı biritıci müstəvi üzərində istənilən nöqtədən çıxan son­
suz kiçik qövslər digər müstəvi üzərində eyni bucaq və gərilmələrə 
(sıxılmalara) malikdirsə, onda belə inikasa konform inikas deyilir. 
Başqa sözlə desək, konform inikaslar zamanı sonsuz kiçik hissələr- 
də oxşarlıq suxlamlır. Analitik funksiyalar vasitəsilə inikas, ola bi- 
lər ki, analitik funksiyanm törəmələrinin sıfra bərabər olduqlari 
nöqtələrdən başqa, hər yerdə konform inikasdır.

19.2. Konform  inikasın əsas tərifı. Oblastın konform inikasuım
zəruri və kafi şərti

Əsas tərif. z kompleks müstəvisinin G oblastimn w kompleks 
müstəvisinin D oblastına kəsilməz qarşılıqlı birqiymətli inikası 
Vz e G bucaqların saxlanılması və gərilmələrin sabitliyi xassəsinə 
malikdirsə, belə inikasa G oblastimn D oblastına konform inikası 
deyilir və belə işarə edilir: G D .
Aydmdır ki, bu zaman D oblastı da G -yə konform inikas olunur. 
Teorem L Əgər f  (z) e Cco(G) birvərəqli və birqiymətlidirsə və
f ' ( z )*  0, V zeG , onda f  (z )  funksiyasi G D  konform inikas-

dır.
İsbatı. Aşkardır ki, (yuxarıda göstərildiyi kimi) / ( z )  inikası bucaq- 
ların saxlanması və gərilrnələrin sabitliyini saxlayır.
Teorem 2 (tors teorem ). Əgər f ( z )  funksiyasi G <■ к >D konform 
inikasıdırsa, onda /(z)eCoo(G) birvərəqlidir və f \ z ) &  0, V zeG . 
İsbatı. AG< л > P olduğundan / ( z )  fımksiyası kəsilməzdir, bir- 
qiymətli və birvnrnqlidir. Gərilmələr sabit olduğundan aşağıdakı

limit var: з  lim |Л"ј /. • О-ДГ-И) IД.. I
/  л  \

Bucaqlar saxlamHij'-.ma görə 3 lim arc —  = a  - həqiqidir.
4=->o Л  A z ,

Buradan isə alırıq: | inn Л" keta
Л» Hi fa

\ n \



Qeyd. f \ z )  Ф Ö , Vz e G xassəsi birvərəqliliyin nəticəsidir.
Teorem 3. f ( z )  e Coo(G) inikasimn konform inikas olması üçün zə- 
ruri və kafi şərt onun G - d ə  birvərəqli və birqiymətli olmasıdır.

19.3. Konform inikaslarm əsas priıısipləri

19.3.1. Sərhədlərin uyğunluğu prinsipi
Əgər f(z)eCoo(G),  G -b irrabitə li və / ( £ )  inikası d G - n i  qapalı 
Г = dD konturuna hərəkət istiqaməti saxlanmaqla qarşılıqlı bir- 
qiymətli inikas etdirirsə, onda G < к >D.
İsbatı. Aİsbat etmək lazımdır ki, /(z)eCoo(G) funksiyasi G - d ə  
birvərəqlidir. Başqa sözlə, a) Vw, e D üçün 3!z,eG  var ki, 
wx = / ( z , ) ; b) Vw2 £ D üçün heç bir z2 e G yoxdur ki, / ( z 2) = w2.

İki ixtiyari w, e D v ə  w2 £ D nöqtələrini götiirək və G -  də 
köməkçi F,(z) = / ( z ) - w , ,  F2(z) = / ( z ) - w 2, z e G  funksiyaİarmı 
quraq. Bu funksiyalarm sıfırlarmı (arqument prinsipinə əsasən) ta­
paq. Teoremin şərtinə əsasən dG konturu boyunca müsbət istiqa- 
mətə dD konturu boyunca müsbət istiqamət uyğun olduğundan

(z)] = Var[arg(f -  w,)] sc= 1,
2 7Г

M F->(Z)] = T " * М агё ( /  -  w2)]ac= 0 • TLTl
Qeyd. Əgər / ( z ) e  Coo(G\z0), z() -birtərtibli polyusdursa və 

ö G o T ,  onda / ( z ) : G <-л -> E \ D .

19.3.2. Riman teoremi. Koııform inikasiarın əsas qanunu
Tutaq ki, z kompleks ınüstəvisinin G oblastı və w kom­

pleks müstəvisinin D oblastı vcrilmişdir. G oblastını D oblastma 
konform inikas etdirən / (z) w funksiyasım tapmaq lazımdır.

Komform inikasların əsas qanunu olan Riman teoremini is- 
batsız verək.
Riman teoremi. Əgər G oblastı z  kompleks miistəvisinin birrabi- 
təli oblastıdırsa və sərhədi fıeç olmazsa bir nöqtədən ibarətdirsə,
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onda elə yeganə  / ( z ) e C o o ( G )  var ki, G ^ -K-- >| w | < l ,  / ( z 0) =  0 və 

a rg / '(z0) = ar, z0 e G və a  -  verilmiş ədədlərdir.
Qeydlər.
1. z kompleks müstəvisinin G oblastı və w  kompleks müstəvisi- 
nin D oblastı Riman teoreminin şərtlərini ödəyirlər. Onda
3£ = / ( z ) ;  < 5 <  1, / ( z 0) = 4  və 3w = ç>(<f): |£| < ı ,
<p(Ç0) = w0. Buradan isə alırıq ki, 3w = F(z) = ^ ( / (z ) ) ;  G < * >£>; 
F ( z i)) = w0 .

2. Oblastm bir rabitəli oblast olması şərti vacib şərtdir.

19.4. Konform inikaslarda istifadə olunan əsas funksiyalar

Xətti funksiya. w = az + b xətti funksiyasi vasitəsilə yerinə 
yetirilən inikas bütün kompleks müstəvidə konform inikasdır (a  
{a *  0) və b sabit kompleks ədədlərdir). Bu iııikas dii/ xətti düz 
xəttə (düz xətlər arasmda bucaq saxlanılır) vı> çevroııi çevrəyə 
inikas etdirir.

2тг
T a m  f u n k s i y a .  w  / ( z )  z" , b i r  v o r e q l i l i k  o b l ı ı s t  i 0 • a r g z < ~ — .

n
w = z" qiivviH funksiyasmm к«mii«»yı ılo miislovisində təpəsi 
koordinat başdlınjVnnln olan l>mai| tc ınüstəvisində təpəsi 
koordinat başdanf’uında olaıı // tl.il.» boyOk bııeağa keçir. Əgər 
bucaq 2л  -dən böyiik «U \ 11•..» mıkas qarşılıqlı birqiymətli olur. 
Məsələn, w- пикам ıımsi.»vısınirı yuxarı yarımmüstəvisini 
w müstəvisindo lu>qiqı <>s bovımt a kosiklə inikas etdirir.
Üstlü funksiya. и1 /(.•) , . bııvoroqlilik oblastı - ; r < I m z < ; r .
w = e : , z  = x  + iy iisllii lımk.iy .ısı iiçiin Eyler düsturundan istifadə 
etsək, alarıq:

w с ‘(1ч»м I I iİmim') r ( c o s  (p л- i sin cp) .
Buradan r  <•', </» г almır. x  = const  xətləri r = const  

çevrələrinə ( у  v;> v> ıxliyaı ıdiıiər), у  = const  xətləri ç  - c o n s t

şüalarma ( x  və ı ixliyuridirlər) keçir. w = e : inikası zamanı 
qarşılıqlı birqiynmllılıyi toınin ctmək üçün zəruriri və kafı şərt:
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inikas etdirələn oblast z, -  z 2 = 2km , к e N  şərtlərini ödəyən 
müxtəlif z, və z2 nöqtələrinə malik olmasm. Bu şərti eni 2п -dən 
çox olmayan istənilən üfıqi zolaq ödəyir. Məsələn, 
2к.7г <\mz<2{k  + 1 )л . z müstəvisinin 0 < Imz < п  zolağı w = ё  

funksiyasi vasitəsilə w müstəvisinin yuxan yarımmüstəvisinə, 
О < Imz < 2п  zolağı isə w müstəvisinin tıəqiqi oxun müsbət hissə- 
sinə kəsiklə inikas olunur. у = 0 və у = 2л  düz xətləri cp = 0 və 
(p = 2n şüalarına, başqa sözlə hər ikisi müsbət həqiqi oxa inikas 
olunur, ona görə də kəsik lazımdır.

-  oo < Re z < 0, 0 < Im z < n yarımzolaqları vahid yarım dai- 
rəyə |w |<l, Im w > 0 ,  0 < Rez < oo , 0 < I m z < n  yarımzolaqları isə

vahid radiuslu yarımdairəsi atılmış Imw> 0 yarımmüstəviyə inikas 
olunur.
Loqarifm ik funksiya. Loqarifmik funksiya üstlü funksiyanm tərs 
funksiyasidir, sonsuz qiymətlidir, onun bütün qiymətləri

w = Lnz = ln|zj +  iArgz = lnjz| +  / ( a r g z  +  2 лк ) , к = 0 ,± 1 ,± 2 , . . .
Əlavə olaraq qəbul edək ki, z = 0 və z = oo olduqda uyğun 

oiaraq w = oo və w = °o qiymətlərini alır.
Qeyd olunmuş verilmiş к -  lara uyğun olan bütün w -  ləri wk

ilə işarə edək. Onda w = Lnz  çoxqiymətli funksiyanm budaqları 
adlanan funksiyalar çoxluğunu alarıq. Loqarifmin sonsuz qiymətli- 
liyi onun xəyali hissəsi olan Argz -  in sonsuz qiymətli olması ilə
bağlıdır. Loqarifmik funksiyanm birqiymətli budağı onun baş qiy- 
məti lnz = ln|z| + /argz funksiyasidir. Bu funksiyanm həqiqi və

xəyali hissələri Koşi-Riman şərtlərini ödəyir. Bu о deməkdir ki, 
loqarifmik funksiyanm baş qiyməti müəyyən G oblastmda təyin 
olunmuş kompleks dəyişənli diferensiallanan funksiyadır. Onun 
törəməsi sıfra çevrilmir. Deməli, = In z funksiyasi müəyyən G 
oblastını vt' müstəvisinin müəyyən oblastma konform inikas etdirir.

K;>sr-xətti funksiya. kəsr-xətti inikası bütiin kompleks
cz + d

miistvwide konform inikasdır (a ,b , c ,d  ( с ф О) sabit kompleks 
ədvKİbrdir). Bu inikas çevrəni ixtiyari çevrəyə inikas etdirir (düz 
xətlor şurli olaraq radiuslari sonsuz böyük olan çcvrələr hesab
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olunurlar). İnikas etdirilən çevrənin daxili oblastı ya obrazın daxili 
oblastına, ya da obrazm xarici oblastına keçir.

Bunu bir qt)dər ətraflı aşağıda verək.

w = f ( z )  = - -  - Һ -  Я z-—  (3 parametr, a  ф 0) .
cz + d z + p

Z = A' — z< л ► w\ Vz üçün f ' ( z ) * 0 .
w + (V

1. Həndəsi mənusı f (z)  = Яu « - p -dönmə və gərilmə, həqiqi
z + /3

oxun inikası, invrısiya.
2. z kompleks müsKtvisinin üç nöqtəsi ilə w kompleks müstəvisi- 
nin üç nöqlDsi aıasmda z,<->w,, z2 o w 2, z2 <-> w2 uyğunluğunun 
verilməsi ilo ки.ч vulli funksiya birqiymətli təyin olunur, yəni 
Л, а , р  parameiı ha i birqiymətli şəkildə 6 verilmiş kompleks ədədlə
ifadə olıınuı

İsbatı. A w I 1 ' " ; w w verilmişsə, onda
* I ' P z2 +  P z 3 +  P

  j (-*, »*, ) ( a~ P ) .  „ ( z ^ - z x) { a - p ) .w, w. I  , w, — W-, = Я — — —------ —»
Ц  1 / 0 ( - 2  + P) (z,  +  P){z3 +  P)

w, И' ,)( . ,+ /?) w - w 7 ( z - z 2)(z3 + P) .
W| II', ( • t)(z2 + / ?)  w - w 3 ( z - z })(z2 + p )

»'■ П1, ; W) - W2 = z - z 2 Z\ - z 2
и H', И', w, z -  z3 z, - z 3

F3u iladiHİ,.ıı I,,. parametrlərindən birqiymətli asılı

olan w= /'(.-) n I и и I T
3 . k ə s r - X d t t İ f u n h ı \ ' , ı n ı n  \ii\,\,>lori.
a) dairəvilik: Ц \ , , ı i ц у \ Cy + D = 0;

z = x + iy = -\ ' olduğunu nəzərə alsaq,
С, /, I I // I //

A+BÇ-C?]  I /'( - // ) I) alarıq. Çevrə müstəvi üzərinck) iiv
nöqtəsinin veıılııi ' <ı ıl. I>uı|iyıiKE>tli təyin olunur. Deməli, zl < > n ; . 
/ = 1,2,3 vermoKI • ■ !u*ı ,1 ,»ı istiqamətini saxlamaqla birqiyııınilı
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olaraq G < K >D konform inikas etdirən kəsr-xətti funksiyasını 
müəyyən etmək olar.
Misal 5.102. z = l<-»w = 0 ;z  = /<->w = l ;  z = -1 <->w = oo şərtlərini 
ödəyən jz| <1< к ~>lmz > 0 konform inikasmi tapm.

z — 1 i — 1Həlli. w -  Л   götürək. 1 = A  • Buradan alanq:

Deməli, w = i

z + 1 i +1
_ ( /  +  l X '  +  l ) _  O' +  O 2 _  — ( l  -H 2 z  — 1 )  _
~  ( / - l X /  +  l ) "  2  “  T ~

1 -  z

Л = - i

1 + z

b) nöqtələrin qoşmalığınm saxlanması.
Misal 5.103. z0 <r-> w0 = 0  şərtlərini ödəyən I m z  >  0<—^—>|wj <  1

konform inikasi w = a - —Ц- şəklmdədir
z -z „

Jukovski funksiyasi.
1 ( 1 лT ərif w  —  —  z  4“ —  j funksiyasma tlziikovski Juvıksıycısı clçzyılıı.

w =  / ( z )  =  -

tələrindən başqa hər yerdə sıfırdan fərqlidir. Ona görə də bu inikas 
z müstəvisində qeyd olunan üç nöqtədən başqa lıor yerdə konform 
inikasdır.

İnikasm birvərəqlilik şərtini müəyyən edok. Tutaq ki, z, * z2 
lakin w, = w2, başqa sözlə

1 f  Пz +  _  j funksiyasi 0 < |z| < 00 halqasinda birqiymətli
V Z J

analitik funksiyadır. Bir tərtibli iki polyusu z =  0  və z = 0 0  var.

Onun w'= — | z - — I törəməsi z miistəvisinin z = 0,±l nöq-

1 1

\
Bu

' 2  /

bumbuıliyi belə də yazmaq 
olaı.

0
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dan Z | Z 2 =  1 tapırıq. Deməli, inikas istənilən iki nöqtusı , I ,. ч 1 1 

ilə bağlı olmayan oblastda birvərəqli olar. Xüsusi hnlda, isiumli.n 
|z|< 1 dairəsi vo ya |Z|>1 çoxluğu bu şərti ödəyir. Baxılaıı imLr.i

daha yaxşı təsəvvür etrnək üçün aşağıdakı çevirmolordoıı ısiıl.ub 
edək.
z = re"p, w = и + iv
Bunları Jukovski funksiyasmda nəzərə alsaq, aşağıdakıları alarıq.

1 f  0  1 f  1 Vu = _ . r + _  cos cp ■> v = — r —  sm^>-
2v r )  2\_ r )

Bu iki |z| < 1 və |zj > 1 oblastlarım götürək. |z |<l oblastjnda

|z| = r < 1 çevrəsini götürək. Parametrik yazıhşdan (p bucağını yox

1edək. Alarıq ki, bu çevrə inikas zamanı yarımoxları a = — I r
2 v r

Һ~Л{Г- Х və yarımfokalməsafəsi с = л/я2 - b 2 = 1 olan

мт  + -  = 1 ellipsinə keçir(şək. 47). Beləliklə, inikas zamanı
a 2 h 2

|z| = г,0 < г < 1 çevrəsi fokusları (±1;0) nöqtəsində, yarımoxları a

və b olan ellipsə kcçir.
Deməli, birvərəqlilik oblastı |z|<l və |z| > 1

/'(.") 1 fI / ,(^,ı2)= o = > z l2 = ±ı.
2 V z )

İnikasırı hendosi mnınısı.

,< V' И’ rne ' +
'o ;

1 1 . 1 f  0w ~ n  1 IV 'n 1 cos^ + г — fo ----- sin (p;
'

/  r0 2  ̂ ro )



l 'а = — 
2

'  1 л 
rn - -

\  ro J

c2 = a2 -  b2 = \ => с = ±1. Deməli, z  = r0ei<p çevrəsi ellipslər ailəsinə 
inikas olunur. r0 -> 1 olduqda а -> 1, b -» 1 olur.

|z| > 1 <- к > w , w : [—1;1] parçası boyunca kəsikdir(şək. 48).

Şüa z = rel(p; 1 < r < oo , <p = (p0.

1 ( П  . 1"и = — r  + — c o s ç ? , v  =  — 
21 r i  2

r  _  I  |sin (p. Buradan alarıq:
v r

“> ”>
1 -  hiperbola. c2 = <з2 + b1 -1  => с = ±1.

cos2 q> sin2 (p

0 < ^ < | -hiperbolanmm sağ qolu, 7L <(p^ < K -hiperbolanmm sol

qolu. |z| > 1 halında z müstəvisində polyar koordinat sistemi w 
müstəvisində kəsiklə elliptik koordinat sisteminə hərəkət istiqamə- 

ti saxlanmaqla keçir. w müstəvisində x = u + J u 2- 1, и > 1 həqiqi

funksiyasmm analitik davamı olan z = w + V w2 -1 tərs funksiyasi 
təyin olunmuşdur.

Analoji olaraq, |z|<l hahnda z müstəvisində birvərəqlilik

oblastı w müstəvisində [—l;l] boyıınca kəsiklə və hərəkət istiqa- 

məti dəyişməklə oblasta keçir. w müstovisində х = и - л ] и2 - 1 ,

ы > 1 həqiqi funksiyasmm analitik davamı olan z - w - V w 2- 1 tərs 
funksiyasi təyin olun- 
muşdur. a

Beləliklə, Jukovski
funksiyasi tam z müstə- /  t ___
visini w müstəvisində \
I l;l I boyunca kəsiklə с ж.

iki miistəvinin birləşmə- Səkil 48
sindını ibarət iki vərəqli 
Kimnıı solhinə konform inikas etdirir. İnikasm konformluğu
2| j и ,  / ' ( z lı2) = 0;z ,, = ±1 < w, 2 = ±1 nöqtələrində pozulur.

!(>()



z = w + л/w2 -1  tərs funksiyasi (hər iki qolu) kəsyin sonunda 
iki w -  ±1 budaqlanma nöqtəsinə malikdir.

Misal 5.104. 1 /z  _
2 2

< —  dairəsinin w = ——— inikası zamanı 
2 z + /

hansı oblasta keçdiyini tapm.
Яэ///. Çevrənin tənliyini yazaq:

1 V (  1 1- I  r  -  v ə y a  x2 + y 2- x + v  = 0.О О+ | +

x = i ( z  +  z ) ,  y  =  - ^ - ( z - z ) ,  x 2 + ^ 2 = z z  düsturlarından istifadə edə-

rək tənliyi aşağıdakı kimi ya­
zaq:
2 z z  -  (z +  z )  -  / ( z  -  z )  -  0 .

z və z dəyişənlərini w vasi- 
təsilə ifadə edək.

z = - /
W  —  l w  — ı

Bunları yuxarıdakı tənlikdə nəzərə alsaq, alarıq:

v =  и +  2 . Obrazm mərkəzi z , = —  —i nöqtəsi v = и + 2 düz xətti
"  2 2

üzərində yerləşən wA = -1  + 2/ nöqtəsinə keçir(şək. 49).
Cavab: v > и + 2 yarımmüstəvisi obrazdır.

Misal 5.105. -1  < * < l , y >0 çoxlıığumın »v ' iııikıısı /ıımaııı ob- 

razmı tapm.

Həll i .  w = -  i fadəs in i  aşjıf'.ıd.ıkı к 11111 ı;» vıınk
7

w  — i
Şəkil 49.

Buradan u
x 1 у Л I гл.  I I Л  I I

Proobrazm sərhodlnı 1 iDnliyııulım obrazm sorlmdlərini tapaq:
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и = •1_ 
ı + у 1

У

<0

<0

\ х  = - \

\ у >  0 V =
1+У

İkinci tənliyi birinciyə böl- 
sək alarıq:

у  = — . Bunu birinci tənlik-
u

də nəzərə alsaq, alarıq:

0

м  тГ

Şəkil 50.

t.1 + — 
и

• 1 və уа, u 2 +u + v 2 = 0 . Nəhayət,

и < 0, v < 0 olduqda f u + —  I + v2 = -  alırıq.
V u 2 )  4

Sonra

7 = 0 
-1 < jc < 1

v = 0 olduqda и üçün 0 < x  < 1 olduqda и > 1 şərtini vo I 
olduqda и < -1 şərtini alırıq.

x  = 1

y > 0

и =

=> 1
v =

1 +  У ‘

- y  
ı + У

>0

<0

ikinci tənliyi birinciyə bölsək alarıq:

У . Bunu birinci tənlikdə nəzərə alsaq, alarıq:

( 2 \  
1 + 21 1 və ya и 2 -  и + v2 = 0 . Nəhayət,

v II
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u> 0 , v<0  olduqda [ « - - j j  + v 2 = -  alırıq. z = i nöqtəsi w = - i

nöqtəsinə kcçir(şək. 50). Cavab: ( W + _L] + v2 = ^ V Ə

\u J  I v 2 = — yarımdairələri atılmış v < 0  oblasti.

Misal 5.106. w  = z 2 + z  + 1 funksiyasmm 0 < x < l , 0 < y < l  kvadratim

' Ш

hansi oblasta ini­
kas ctdirdiyini ta- ©  
pin.
//«')///. Həqiqi və 
\oyali hissələri —  
nyıraq
II - x ‘ - y 2 + x - \  Şəkil 51.
I* 2 xy + у
Vmlmiş kvadratm sərhədlərinin obrazmı tapaq.

ck:
0 1

I ) A :
. \ y  ~ o и  =  x  + x  - 1

[o < x < 1 [v = 0 
Hu 1 < и < 1 həqiqi oxunun parçasıdır.

Mi; и = 1-----
9

0  <  v  <  3

l'u birinci rübdə parabolamn bir hissəsidir. BC və CO parçalarmın 
• •1чи/1ап da parabola qövsləridir:

IИ и 1 (v’ о), l< v < 3  
4

I О  II I / , ()• V < 1

1 ,1 I ,) imqiusi yy,-- i - L  nöqtəsinə keçdiyindən kvadratm daxili 
2

и 'ilı IIt'iIIImi nt|lmin daxilinə keçir(şək. 51). Cavab: kvadratm 
-  ili *\ 11ч 'ill .1'"'II'iiı aqlının daxilinə keçir.

'II .ul • Id t и 1 funksiyasi vasitəsilə у  = 2,x = 0,у = x düz

i и I '* t iiiilii Ipil in in luit iif'I inikas ctdirin.
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w--=^(x2+ 2 i x y - y 2) - x - i y  yaza bilərik. Oııda u = -j(*2 ~ у г) ~ х \

v ~ Xy  - y . Düz xətlərin nəyə inikas olduqlarmı araşdıraq:

у  = 2,0 < л: < 2 : и = —x 2 -  x -  2 , v = 2л: -  2 .
2

Həlli. z = x + iy olduğunu nəzərə alaraq

Şəkil 52.

Sonuncu ifadədən - 2 < v < 2  olduqda x = —(v + 2) olduğuntı

nəzərə alsaq, onda u = - ( v 2 + 4v + 4 ) - 2 -  —-1 alarıq. Buradan
8 2

u = I v2 alırıq. Bu parabola v = 2-nin obrazıdır.
8 2

x = 0,0 < у < 2 : м = -  -  у 2, v = - у  . Görürük ki, -  2 < v < 0 ol 
2

duqda u = - -  v2. x = 0 -m obrazı da paraboladır.
2

y = x , 0<x <2:  u = - x ,  v = x 2 - x  və ya v • и2 + и . Bu isə oxu 
Ov olan paraboladır. İndi isə proobrazm daxili nöqtələrinin nəyo

3 ] з
keçdiyini aydmlaşdıraq. z = \ + - i  götürsək, w ’ alarıq. Bıı

2 8
nöqtə obrazın daxilindjə yerləşir(Obraz və proobraz 52-ci şəkikln
göstərilib).
Misal 5.108. l< R e z < 2  vertikal zolağmm Imw>() yuxarı yu 
nmmüstəviyə birvərəqli və komform inikasmı tapın.
НөШ. Ç = z - 1 düsturu vasitəsilə zolağm sol sərhədini xəyali ox.ı

I .
qodor ıı/adaq. со = e2* -Ç funksiyasi isə saat əqrəbinin əksi istiqa 
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ınotində zolağı düz bucaq qədər döndərəcək. Çi = 7vco inikası isə 
0<1гпбУ<1 zolağın enini к
d o f ə  a r t ı ra r .  N ə h a y ə t ,  w = e° ® tv / / / /  ©
in ik a s ı  iso  0 < I m Q < ; r  z o -  

lııgıııı y ı ıx a r ı  y a r ı m m ü s t ə v i y ə  
in ik a s  c l d i r ə r ( ş ə k .  5 3 ) .

Sonda axtarılan inikas 
= emç = olar.

I
w ( Г = е то

C a v a b :  w  =
Misal 5.109. - o o < R e z < 0 ,

oxları boyunca kə-

©

ZZ Z Z Z ЈЖ ®

LUHLL

lııı
71

Şəkil 53.

siyi olan 0 < Im z < к  zolağmm 0 < Im w < 7t zolağına birvərəqli və 
komform inikasım tapın və kəsiyi aradan qaldırm.

©
ılkin zolağı yuxarı
lııı со > 0 yarımmüstəviyə 
inikas etdirir, bu zaman 
kosik xəyali ox boyunca 
ıızunluğu 1-ə bərabər

0 £ \со\ < 1, arg °) = у  kə- ®

) 6

1Гi
/ / / / / / / / / / /

Şəkil 54.ü  = *Jco2 +1 funksiyasi 
sonuncu oblastı Im Q > 0
yarımmüstəvisinə inikas etdirir. Loqarifmin əsas qanadı yuxarı ya- 
I ımmüslovini 0<Im w <7r zolağma inikas etdirir. Beləliklə, axtarı- 
lun iııikas

w l ı ı ü  In \Јоу +1 = l n y / e 2z + 1 = ^ \ п ( е г: +1).Cavab: w = — \ n ( e 2z +1) •

Misııl 5 110. w 1 inikası zamanı Ы = 1, 0 < a rg z < /r  çoxluqların
z

obruzluı mı lupin
llo/lı ıv 1 IhiiI''.iyasınt aşağıdakı kimi çevirək:

l()S



и -
X' + у' 

Sərhədlərin

У
X* + у г 

inikasma baxaq:
©
A

x2 + у 2 = 1 -dən u = x y v = —у  < 0 və ya 
v< 0  olduqda x 2+ y 2= u z +v2 = 1, 
başqa sözlə, çevrənin aşağı hissə-

si(şək. 55). y = 0 -d a n  « = - ,  v = 0

fl 1 x ı

Şəkil 55.

almır. - 1 < x < 0 olduqda и < - 1 , 0 < x < 1 olduqda и > 1. Proobrazm 
z = - i  xarici nöqtəsi obrazın w = i xarici nöqtəsinə, z - i  nöqtusı 
obrazın w = - i  nöqtəsinə inikas olunur. Cavab: w müstəvisiniıı 
и 2 + v2 = i ,v < 0 yarınıdairəsi atılmış hissəsi.
Misal 5.111. Loqarifm ik funksiyanm birqiym ətli qanadim n inikiiM

zamanı z0 = 1 nöqtəsi w0 = ~ m  nöqtəsinə keçməsi halmda həqiqı

oxun m iisbət hissəsi boyunca kəsiyi olan m üstəvinin obrazım  tapııı 
Iiəlli. z m üstəvisin in  həqiq i oxun m üsbət h issəsi boyunca kosiyı 
olan G oblastmda: z = |z|(cosp + zsinçO,|z|>0, 0<<p<2л  oblastımla

= ln|z| + icp loqarifmin qanadını götürək, Bıı qanad G oblaslımw

0 < v < 2 n  zolağına inikas etdiıir. Oııda wi i )  т  ■ w n =  — m  alrmnı
2 2

üçün w(i) + 2m = ^ m  götürmək lazıındıı. ıv ln|;:| ı i(<p + 2л) qantulı

G oblastmı wa = — mi nöqtəsin i özündv) sııxlayım 2 n < v <  4л zo

lağma inikas etdirir. Cavab: 2 л  <  v  < 4 л .
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1<).S. Bəzi elementar funksiyalarm konform  
inikaslarina misailar

I w = z2 funksiyasmm Im z > 0 
yarınımüstəvisinin konform inikasi.

t i ’ J  l ı m k s i y a s ı  v a s i t ə s i l ə  

k o m p K  I . m i i s t o v i s i n i n  k o n f o r m  

i n i k a s i

\z - 1| < 1 dairəsinin konform inika- 
Sl.

\z - 1| < 1 dairəsinin polyar şəbəlcə- 
sinin konform inikasi.

\ 1 У
x ' I
Ж 7 >

\ Д р
L i .  A ..

6. w = \  funksiyasi vasitəsilə 
z'

dckart şəbəkənin konform inikasi.
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9.  J u k o v s k i  p r o f i l i .

7. w= funksiyasi vasitəsilə 

dekart şəbəkənin konform inikasi.

w ■
1 f  12 + _  I Jukovski

funksiyasi vasitəsilə Imz > 0 
dekart şəbəkəsinin konform inika:.ı

11. Jukovski funksiyasmm tərs 
funksiyasi vasitəsilə dekart 
şnbokonin konform inikasi.

10. Jukovski funksiyasmm tors 
funksiyasi vasitəsilə polyar 
şəbəkənin konform inikasi.

1 2 .  w = e]~°'2$‘ funksiyasi v ; i m г  ■ ' I 

dekart şəbəkənin konloi m mil .■ •

I U H



I ' и In funksiyasi vasitəsilə 
tlı km  ....h;)kv)nin konform inikasi.

14. w = cosz funksiyasi vasitəsilə

-  — < Re z < — zolağının 
2 2

dekart şəbəkəsinin konform inikasi.

16. w =   funksiyasi vasi-
1 = 0,3/

təsilə -  < Re z < — zolagmm
2 2

dekart şəbəkəsinin konform inikasi.

18. w ^arccosz funksiyasi vasito- 
silə lm z > 0  polyar şəbəkəsinin 
konform inikasi.

I w tgz funksiyasi vasitəsilə

r  Rez < — zolağmm 
I 2

ib kurl ,şi)bv)kv)sinin konfomi inikasi.

I ' һ ' 1 . 11'’I v a s i t ö s i l ə
ни 9

II Mi /■ i 1 lbtt»l|||||
I. I hi il и i l    ■ ■ ili it и I mikiisi.
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M ÜSTƏQİL HƏLL ETM Ə K  ÜÇÜN ÇA LIŞM A LA R

1. Kompleks ədədlərin modulunu tapm.
1) 2 = -3 ;  2) z = - z ; 3) z = 7 ; 4) z = 1 -  i ; 5) z = cos я  + / sin я

6 ) z  -  -5  -  2л/б/; 7) z  = л/То  - / ;  8 ) z  =
tz + Ы 
b + ai

Л ”

2. Kompleks ədədlərin arqumentini tapm.
1) z = / ; 2) z = 1 + z; 3) z = -1 ;  4) z = 8; 5) z = - 3 / ; 6) z = 2 - 2 i .
3. z, və z 2 kompleks ədədlərinin cəmini və hasilini tapm.

1) z ,= 5  + 4/; z2 -  -2  + 3 / ; 2) z, = 0 , 5 - 3,2/; z2 =l,5-0,K/

3)z, = —8 — 7 / ; z2 =-3z; 4) z,=5 + V3/; z, = 5 -л /з / ;  5) z,=3 2/
z2 = 5 + 2 / .
4. Kompleks ədədlərin modulunu və arqumentini tap in ( a və /» 
həqiqi ədədlərdir).
1 )3 /; 2 ) - 2 ;  3)1 + /; 4) -1 - / ; 5 ) 2  + 5/; 6 ) 2 - 5 / ;
7) -  2 + 5 / ; 8) -  2 -  5 / ; 9) b i , b ^  0; 10) a + b i , b ^  Q.

5. z, və z2 kompleks ədədləri üçün z2-z ,  və tapm.
zı

1) z, =1 + /; z2 = 1 — / ; 2) z ,= l  + 2/; z2 = 5 ; 3) z, = — 1 ı v W

г, = —J l  + л/б/; 4) z, = a -  S i ; z2 = a + л/5/; 5) z, -  ̂ ı ’/
z2 = 3 — 2 /; 6) z, — l — / ; z2 = 5 + 2 / .
6. Hesablaym.

l)
/

2) 1 - /
1 + /

3)
1 -3 /

5) I _ I *
2 4 1

3 2 Л (3  5 Л
5 3
— I z + ---------

4 6

7) 2/ 1 л / 3  . ) 1
2 2

V

A 2 + 2 1
! 5 8)

4) (l + zV3)3;

6) i ± l  + b i ;
1-/  1+/

1 +  - / 3 (Л  . 9 ) ,.13+ / l 4 + ; , 5 + / l-,

2i

1 0 ) , 4 j i ± l ;  1 1 )  ( 1 +  2 0 ; - O - O 3 ; 1 2 ) ( 2  +  ,')S ; 1 3 ) l t i 2' , "  1 
1 - 7 /  (3 + 2/) — (2 + /)2 8 - 6 /
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1. O ı m t l l o ı  I y e ı  i n o  y e t i r i n .

'<■ M  3 +  /  . (V İÖ  + 0 (1 7  + 1 9 0 .

’ I 1 1 / '  (1 + 0 ( 1 - 2 0 ’ 19 -  17/

(| I (I 1 ' ) ( '  I 0  ( (i 0(3 - 0  . i + / 4 2 2 - i  1 - 2 П .
3 +  /  U - г Ј  1 4  +  3 /  3 +  4  i j

. I l  I I ) ’ И  2 /  .. .. 2
»■) I — (1 + 0 •

(I / )  /((» 8 / )

и  I n i u p l i  k s  u d ə d l ə r i n  h ə q i q i  h i s s ə l ə r i n i  t a p m .

■ H i . ’/ ) 1 ,|<;. 5 +  2  i 3 - 4 /  1
I / , Z) z = --------------------------- +  - .

I 2  -  5 /  4  +  3 /  /

■> I n m p U ' k s  o d ə d l ə r i n  x ə y a l i  h i s s ə l ə r i n i  t a p i n .

i l  (.■ / ) ) ( 2 + ı ı o ; 2 ) z  =  ^ ^ + i 6 .
1 +  4 /

1 0  I o m p l e k s  ə d ə d l ə r i n  h ə q i q i  v ə  x ə y a l i  h i s s ə l ə r i n i  t a p ı r ı .

ч  \ 2 / ;  z2 =  5 ;  z3 = - 3 / ;  z4 =  1 +  z .

11 I t ; ) i a b n r l i k l ə r i  i s b a t  e d i n .

11 I 1 3  +  4 1 /  , 2  +  / 1 8  — z

I I ‘I/ 2 5  +  2 5 /  3 - /  1 7 - 1 9 /

I ' K o m p l e k s  o d ə d l ə r i  t r i q o n o m e t r i k  f o r m a d a  g ö s t ə r i n .

J \ I , 1) г = — 2 ; 3) z = 1; 4) z = / ' ' ;  5) z = -  cos у  + / sin у ;

I ' , Ю л -  . . Ю л  , m  3 . л / з  .!,/):■ ■ 1 + cos + z sm  , о j z = — + i —  5
’ ’ 9  9  2  2

' ' I l ()) I (l + /-\/з)(cos60° + / sin600)"1;

I I 1 О I ij /| I i oh j  + sin ^

M  I ' '  111 p  I' I " I  il I M . i b i i  v ə  t r i q o n o m e t r i k  f o r m a d a  g ö s t ə r m .

11Ц I I ЧИ
\ l . ’>  — -------- — ; 3 ) z =

4л . . 4л (1 + /)"ros — zsm —
3 3
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5л . .  5 л
-cos  —  ч- г sin —

4) z - ___ 12______12.
13л- . . П л -

cos --------1 sin-----
12 12

5 ) z  =

f 71 • • f l  . л/31cos —-zsm  — — + 1 —
l  3 з Ј 2 2v )

14. Kompleks ədədləri cəbri formada göstərin.

1) z =

с v
'  Л  . . Л  'cos— + i sm —

12  12
2 i

3)z = (cos31 + /sin31°) 1 ; 4) z =

2  ) z  =
f l

Г 2 "

f  i *  +  7 3 г !  V

I  4 /

Л

2

412

; 5) z =

r r  >

(2 0 7
(-V2 + /V2)''

cos г sin— 1(1 — i)~
{ 12 12 J

8) z = / 5I co sy  -  i sin ~ J 0  + i ^3)7 •

15. Kompleks ədədləri cəbri formada göstərin.
,  , --Л1+12Я1 3 / + 7 + 3 * f~ f

1) 2 -  e~' ;  2) z = e 2 ; 3) z = e 2 .
16. Kompleks ədədləri üstlü formada göstərin.

1) z = —УГ2 -  2 / ; 2) z = ~ cos — + г sin —.
7 7

17. Kompleks ədədləri üstlü və cəbri formada göstərin.

&1) z = 5<? 4 • 0,2e 

3) z = ( 7 3 - i ) 6; 4) z =

cos г sin —
12 12

\ ^ 1 ■ * ^
) ;  2 )  z  =

ч 2  J

; 5) z = İM /У
(cos 12° + / sin 120)5

18. Aşağıdakı şərtlər daxilində "Jw ifadəsinin qiynutlKnпи 
hesablaym.
1) w = l;/? = 3; 2) w = - l ;n = 4 l

3) IV = -4  + \/48i; n = 3; 4) w - - \ -  л/з/; n = 4.

17;.



19. Aşağıdakı kompleks ədədlərin köklərinin bütün qiymətlərini 
lapın vi) qıırım.
1) l / l ; •’.) V /; 3) ; 4) ; 5) \Г\ ;
d) ч/l / .  7) -JY+4İ; 8) V -2  + 2 / ; 9) V- 4 + Зг'.
20. I oıılıkİDi I lu)ll edin.
I) (/ 1 и I I 2/’) •!• (1 - /z ) (3 -  4/) = 1 + l i ; 2) z2 + z = 0; 3) z3+8 = 0;

I) 1 I 0; 5) |z| -  iz = 1 — 2 i ; 6) z2 + 3|zj = 0; 7) z2 +|z|2 = 0 ;

К) ' I /; 9) z4- /  = l ;  10) z5- l - z V 3  = 0 ;  11) z4+64 = 0.
21. Ivokloı iıu) əsasən kvadrat tənliyi (Viyet teoremindən istifadə
ıMmoklo) lorlib edin.
ıı) v, I I /'л/з, x 2 = 1 -  /л /з; b) X\ -  2 + 3/, x 2 = 2 / ;

I .öklorindən bir verilmiş həqiqi əmsallı kvadrat tənltiyi tərtib 
ediıı,

II) v, (3 -  0(2г -  4); b) x, = —  •
i -  3

2Л Tonlikləri həll edin.
и) v ' 2x + 5 = 0 ; b) x 2 - 2^3x + 4 = 0 ;
v) ,■ z " 1, n * 2 -  natural ədəddir.

2kjT
v) eosç^ + i sin (рк , срк = ------, к = 0 , 1 , 2 , 3 л -1 ;  z = 0 .

п
М. I onlikloı i həll edin.
ıı) (2 Ч); 1 -5 i b) z2 — 8z — 3/z + 13 + 13/ — 0;
v) I .  1 0 ;  q) z 5 + z 4 + z 3 + z 2 + z +1 = 0;
d) ( 3 I /)/ ; i( l  /)z — 6/ — 0 ; e) jzj = 2 + i -  z ; i) z 2 + z = 0 .

’V I 1 I olduğunu bilərək z14+ z -14 ifadəsinin qiymətini
lııpııı
’<* I . I.IpI■ l иl.ullorin triqonometrik şəklindəıı istifadə edərək 
I 11ҺIn I • 'M MI In ’.ablaym.

И / b) I/  К + 8л/з7.
İ /, ' ,1.1' in it Mil il* I <ı I hull edin.



28. х və у  dəyişənlərinin hansı həqiqi qiymətlərində aşağıdakı 
kompleks ədədlər bərabərdir?
1) z, = x2 — 7x + 9yi və z, = y 2i + 20/ -12 .
29. x  və у  dəyişənlərinin hansı həqiqi qiymətlərində aşağıdakı 
kompleks ədədlər qoşmadırlar?
1) z, = 9y 2 -  4 -1 Oxi və z2 = 8y 2 + 20i1.
30. Verilmiş kompleks köklərə malik həqiqi əmsallı gətirilmi^ 
kvadrat tənlikləri qurun.

1)2/; 2) 0; 3) 1 -  3 / ; 4) 4 - /V 2 .
31. x və у dəyişənlərinin hansı həqiqi qiymətlərində aşağıdakı
bərabərliklər doğrudur?
1 \ 8/ . _ _. 10 . оч у + ix 4 + x1) — + ı y ~2  = l ı  + у , 1)    --------

x x x + iy 4/ +1
32. x və у  dəyişənlərini tənliklərdən tapm.

n  f П1) (ln x + i ln у) -  ln у  + / In— = 2 + i ;
I x )

2)(- l + /)sinx + /cosy = cosx .
33. x və у  dəyişənlərinin hansı həqiqi qiymətlərində z ] və z 2

qoşma kompleks ədədlər olaeaqdır?
1)2, = -3 + İX2y,  2, = X 2 + у + 4/ ;
2) 2, =9y2 -  4 - 1 0 x r \  2 , = Sy2 + 20/11.
34. Həqiqi ifadəiəri kompleks şəkildə yazm.
a) x 2 + 2x + у 2 -  у  = 1; b) x + у + xy = 2 ;

35.1, -1, /, 1—İ  nöqtələrinin sfera üzərində obrazlarmı tapın.
V2

36. En dairəsi p\ < /? < — İ olan paralelin sfera üzərində obrazı
v 2 2 j

neeədir? «Cənub» və «Şimal» polyuslara nə uyğundur?
37. Sfera üzərində a) argz = a  şüasınm; b) \z\ = r çevrəsinin

obrazlarını tapm.
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18. Qarşılıqlı sımmetrik olan nöqtələr cütünün sfera üzərində 
qarşılıqlı vo/iyyoli nccodir: 1) z = 0 nöqtələrinə nəzərən; 2) həqiqi 
oxa nə/ö)i>n; 1) vahid radiuslu çcvrəyə nəzərən?
W. Ila nsı şiuilor daxilində iki z, və z2 nöqtələri sferanm iki
dianu'lıal «>Кs ııöqtələrinin stercoqrafik proyeksiyaları olar?

10. Slmııun haıısı çevirməsi zamanı z nöqtəsinin obrazı -
z

nöqUıs ınin o b r a z m a  keç i r?
42. A.şu&ıdakı bərabərsizliklərlə verilmiş oblastlarm sfera üzərində 
obıa/lannı tapm.
I ) I m z > 0 ; 2) I m z < 0  ; 3) R e z  > 0 ; 4 )  R e z  < 0 ; 5) |zj < 1; 6)  |z| > 1.

43. Aşağıdakı şərtləri ödəyən nöqtələr çoxluğunu kompleks 
ıniistəvidə göstərin.
I ) |z +1. — zj = |z - 1  + i\ ; 2) |z| = Re z +1;  3) jzj = z ;

|z + 2 |2 = 2 6 ;  5) J
z - i j l

1 |z| = 2
; 6) <

| z  — 11 — | z  + 1|

| z  +  l|  =  jz - Ш

44.
ı n ü s t o v i d o  gl)Stv)rİn

?
2

z  < 2|2 - | z  + 2|2 > 3 ;  3) log
|z -  lt + 4

>ı;

4) log ry

3|z -  1| -  2

2 ;  5) | z -  z 0 | < r  ; 6 ) | z  -  z 0 | >  r  ; l ) \ z  -  z 0 | =  R ;

8) |z -2 |  + |: I ’l V,‘) )R  e z > C ;  1 0 ) Im z < C ;  11) 0 < Re(zz) < 1;

I 2) Re z + I m . 1 3 )  I m
z -  z,

= o ;  14) R e - — — = o ;
Z Z 2 Z Z -j

15) |2z| > |l 4 :: '|

45. Aşağıdakı I»«иIıl I.н.I. u Iııınsıları: a) Ox oxunun; b) Oy oxunun 
lonliyidir.
I ) z  = 0 ;2 ) z  + ;r 0 4 .  . *1) argz = 0; 5) Imz = 0;

6 )  Jz -  zj =  | z  +  / j ; / )  л  г H ) Ui* :* =  0 ; 9 )  jz -  zj =  | z  + 1) ;
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10) Re z -  z,
Z  -  Z -

= о ; 11) |2z| >|i + z ‘

46. Aşağıdakı münasibətləri ödəyən nöqtələr çoxluğunu kompleks 
müstəvidə göstərin.

1) | z - 2 |  = |z + 4| ;  2 ) | z - 2  + ; | > 2 ;  3) z + 2
z + 4

<ı;

4)
2 < |z| < з 

п ’
arg z = -  

4

5 ) ,
|z| = 2

|arg z \ < ~^

47. Aşağıdakı tənliklərlə verilmiş xətləri müəyyən edin.
1) 2 = 1 - it, 0 < t <2;  2) z = t + it2, -qo< /<oo ; 3) z = t2+i ı \

-oo</<oo; 4) z = a(cos/ + isint), ™ < /< — , <з>(К 5) z = t + ‘ •
2 2 /

-oo</ < 0 ; 6) z = t + iyj 1 - t 2 , -1 < / < 1; 7) z - -Л-г'л/l -  г  , - l < / < ( )
(kökün hesabi qiyməti götüriilür); 8) z = a(t + i - i e~" ) ,
-oo </<oo, a > 0; 9) z = ia + a t- ib e ~", 0 < t < a> 0, b>0.
48. Aşağıdakı limitləri hesablaym.

1) lim 1 +  — ; 2) l i m f l  + — I ; 3) l i m — — ; 4) l i m  л sin — +  /
1 . 2n +1

5) lim
. . 2 f l  + Л

m s m  — +
n \  n J\ У

49. Limitləri hesablaym.
z 3 + 8i .

2\ , П (
; 6) lim—e ; 7) lim

rt-> oo  n  /(-+ 0 0
ni sin — + i\ 1 + —

V

1) lim
z -  2i

2) lim
( z 7 + l ) ( z '  -  3/z 4- 2) 

z 2 + z(l - i ) - i

50. Aşağıdakı kompleks dəyişənli lunksiyalarla müəyyən olunan 
həqiqi dəyişənli funksiyaları tapin.
1) Im(z2 -  z ) =  2 -  I m z ; 2) 2zz + (2 + i )z  + ( 2 - İ ) z  =  2 ;

3) jz| -  3 Im z = 6 ;  4) 3|z| -  Re z = 12 ;  5) \z  -  2\ = |l -  2 z \ ;

6 ) | z - z , |  = |z - z 2|; 7 ) R e ( z 2 ~ z )  = 0 ;  8) |z| = Re( l  + z ) .
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'1 Veıilmi.ş funksiyalarm verilmiş nöqtələrdə qiymətlərini 
lusablny ın.
I) /( ) г ’ I /V: а) /(1 + 2 0 ;  b) / ( 2 - 3 0 ;

’) / ( . • )  1 : a) / ( i  + o ;  b ) / ( 3 - г о ;
\ / V

' ) . / ' ( / )  \ + x 2 +1, /
4г

I) /(.■) (1 + 2x + 3 * 2 )(1 + З х  + 2x2) , ^

V vz У

. 2  \ / ı  , о  . . 2  ^  ^

2ч у
^2. A.sağıdakı hallarda f ( z ) = ez funksiyasmm qiymətlərini
İK-sablayın.

м) z = л-(1 -  0 ;  b) z = 1 + + 2л£ j ; v) z = i ; q) z = 1 + ү .

S3. Tapm.
1)Əgər f ( z )  = \ l i - z  və / (0) = - /  olarsa, / ( 2 0  nəyə bərabərdir?

2)Əgər f ( z )= -—- və f ( - 2 )  = — л/з olarsa, / ( - / )  nəyə
V z + 1

bərabordir?
3)Əgər /( .:)  r \ z 0=3-2 i  olarsa, Im /(z0) nəyə bərabərdir?
4)Əgor / ( ) cos z , z0 = 1- i olarsa, Im/ (z0) nəyə bərabərdir?

5) Əgər /'(;•) ı , z()=l + / olarsa, arg/ ( z 0) nəyə bərabərdir?

6)Əgər / ( . ) 2 - /  olarsa, a rg /(z0) nəyə bərabərdir?
54. Verilmıs liiiik-.iviilarin həqiqi və xəyali hissələrini tapm.
I) e- ; 2) , Ч ' u>s z ;  4) t g z .

55. Verilmi.ş lııuk м\ ıl.ıı m qiymətlərini tapm.

1) tg(\ + o ; - )  ‘ "'i( J '> м <7/?(2 + o ; 4 )  t h ( \ n 3 + - i ) .
4

56. Verilmi.4 liınk ı ıl.um hoqiqi və xəyali hissələrini tapm. 
l)cos(2 + 0 ;  ’ > i n ’/; 3) tg(2 - i ) ;

4) c t g i ^ - i ln21. ') . ı l ı { : I / ) ; 6 )^ f ln 3  + ~  |.
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57. Verilmiş f ( z )  funksiyasi üçün R e/(z)  və Im /(z )  tapm.

1 ) / ( z )  = z 2 + / z ;  2 ) f ( z )  = — [— -
z -  21

58. Loqarifmlərin qiymətini tapm (Tərifə görə Lnz = \r\r + i(p + 2mk  , 
k = 0,±1,±2,...,; \n z  = \n r  + icp { - ж < ( р < 7 г ) у lnz kəmiyyəti Lnz 
ifadəsinin baş qiyməti adlanır).
]) Ln4, Ln(- l ) ,  ln(-l); 2) Lni , ln/;

3) 4) Ln(2-3i) ,  Ln(-2 + 3i).
V2

5) Ln(yjb + i) ; 6 ) ln(l -  z'); 7) L n ( e i ) ; 8 ) Z,n(cos a  + г sin a ) , a  e  R .
59. Verilmiş funksiyalarm tərsini tapm.
I 'ı 1 . 9  ̂ 2z + 3U w =  w = ------- •

z - 2 i  z -  3/
60. Verilmiş inikasda z0 nöqtəsinin obrazını tapm.

1) / ( z )  = z 2 - 2 i z - 8 i ,  z 0 = 2  + 3/ ;  2) / ( 2) -  ? + г , z 0 = 1;
2  z -  /

3) / ( z )  = /z + 2 z 3, z0 = 1 - / ; 4) /'(z) = -  + ^ ,  z0 = 2 - / .
/ z

61. Verilmiş inikasda koordinat oxlarinm obrazmi tapm.

1 ) w = I ;  2)  vv = 2 /z; 3) vv=-z - ~ -  
z z + /

62. Verilmiş funksiyanm budaqlanma nöqtosini müəyyən edin.

1) w = J ( z - l ) 3(z + /)2 , z * CO; 2) w 2/z; 3) w = 7- ^ L •
z + /

63. Verilmiş / ( z )  funksiyasi üçün | / '(z0)| v ə  a r g / ( z 0) ifadələrinin

qiymətini tapın.
i  z 2  - . z

1 ) / ( z )  = e 2 - sin—, z0 = —; 2 ) / ( z )  = e z -sin—, z 0 = 1 ;
/ i i

3) / 0 )  = -Т -Г  > = 1 + / •z +1
64. Verilmiş / ( z )  funksiyasi üçün | / ' ( z 0)| v ə  arg/ f(z0) ifadələriniıı

qiymətini tapm.
1 ) / ( z )  = ё  , z0 = 1  + / ;  2 ) f ( z )  = e 2\  z0 =i .
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65. Vcrilmiş f ( z )  funksiyasi üçün Re/(z) ifadəsinin qiymətini 
lupm.

I ) f ( z )  = iz + 2z2; 2) f ( z ) = -  + L .
i z

<>(>. Verilmiş funksiyalarm diferensiallanan olub-olmadığmı 
müəyyən edin.
1) f ' (z)  = z R e z  ; 2) / ( z )  = z l m z ; 3 )  / ( z )  = R e z ; 4 )  / ( z )  = I m z .

67. Aşağıdakı funksiyalar üçün Koşi-Riman şərtlərinin ödəndiyini 
yoxlaym.
I ) f ' ( z)  = z~2 ; 2) / ( z )  = x2 -  2уг; 3) z" ; 4) e " ; 5) cos z ; 6) Z,«z.
(>S. Verilmiş funksiyalarm törəmələrini tapm.
f ( z ) - ( x 3 -3 x y 2) + z‘(3x2y - / ) .
69. Verilmiş funksiyalarm verilmiş nöqtələrdə törəmələrini tapm.
I) /  (z) = O'z)3, z0 = -1 + i ; 2) / ( z )  = e~z , z0 = İ ;

3) / ( z )  = zez , zQ = -1 + Л7; 4) / ( z )  = г(1 -  z2) -  2z , z0 = 1.
70. f ( z )  funksiyasmm hoqiqi hissəsi u ( x , y )  verilmişdir. Bu
funksiyanı tapın.
1) u(x,y) = x 2 -  y 2 + 2x\  2)u(x>y) -  x ’ y 2 ~x  ;

3)u{x,y) = x 2 - y 2 +5x + y -  ■ * ;
*2+ /

4) u(x, y)  = ex (x cos у  -  у  sin у) + 2 sin xshy + r 3 -  3 xy2 + у .
71. / ( z )  funksiyasmm xəyali hissəsi v(x,;/) verilmişdir. Bu
funksiyani tapm.
1)  v { x , y )  x I r ;  2 ) v ( x , y )  =  l n ( x 2 - y 2) + x - 2 y \

3)v(x,y)  3 I \ ' V' j r  -
2(v I у )

72. Aşağıılııkı şu ı ih u b  vn ilmiş f ( z )  = u + iv funksiyasmı tapın.

1) u{x,y)  ı '  I (ıı t 'u  2 y \  / (0 )  = 0;

2)v(x,y)  , ' / ( ’) <). ^)ц(х,у) = * - 2 y ,  /(1) = 0;
\ I I x +y

4) v(a‘, y) < ( I I и I I ' III I ) м  I- у  , / (0 )  = 1 ;
5)и(х,у) \ I I и , /им о;
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6) и(х, у) = 2' cos(y ln 2), / (0 )  = 2 ;

7) и(х,у)  v(-l;l) = 0;
(л: + 1) + у

8)и(л:,1у) -Зл;2у + у 3 + л:, v(0;l) = l .
73. Verilmiş / ( z )  funksiyasi üçün Koşi-Riman şərtlərinin ixtiyari 
nöqtədə ödəndiyini yoxlayın, əgər ödənirsə, onda f \ z )  ifadəsiniıı 
qiymətini tapın.
1) / (z) = 3z • e2z; 2) f  (z) = cos(z + 2İ) .
74. Həqiqi və ya xəyali hissəsi verilmiş / ( z )  funksiyasını tapırı.

2 _  2

1) Re f ( z )  = y—— 2) R e/(z) = (x co sx -ys inx );
( . r + y 2)-

3) lm /(z)  = л: + — - Л■— ; 4) Im /(z) = e“y(xcos;c-ysinx);
x + y

5) Re Д z) = x + , Л ■ - ; 6) Re/ ( z )  = x sin хс/гу-у cos xs-йу •
x + y

75. Verilmiş funksiya ilə qoşma harmonik: funksiyam tapm.

0  f { x , y )=e~Y( xcos x - y s mx) ;  2) f ( x ,y) = y - —7-----
X + y

f { z )  = 3z-e2:\ 3) f ( x , y ) :  x~ -2У— ; 4) f ( x ty) = y  +2 2 7 7 v' ,-r '  ✓ ’ 2 , 2 j r + y  x + y
76. a,Z>,c sabitlərinin elw qiymətlərini tapm ki, / ( z )  funksiyasi 
analitik olsun.
1) f ( z )  = x + ay + i(bx + cy) ;
2) f  ( z )  = cos x(chy + ashy) ı isin x(chy + bshy).
77. Verilmiş f ( z )  funksiyasmm analitiklik oblastını tapm.

f ( z )  =  |x2 - > ’2 | +  2zjxy|.
78. Aşağıdakı şərtlərlə vcrilmiş/(z) = u + iv analitik funksiyasi 
varmı?



79. Verilmiş modul və ya arqumentə əsasən analitik ј \ г )  
funksiyasi varmı?
1) p  — (x2 + у 2)сл ; 2) p  = e' cos2*’; 3) Ө = x y ; 4) ө = (p + r s in (p .
80. Kompleks dəyişənli funksiyalar üçün Nyuton-Leybnits 
düsturundan islifadə edərək inteqralları hesablaym.

1 + Я7 1 + 1
1) Јл cos z /̂z ; 2) Jze_2c/z; 3 ) j z 2dz;

° _ 0 
Л' .

M-dz
4) JzeV z; 5) J— ; 6) jsinzüfe;7) j z 2dz

C 1 z  о 0

81. Aşağıdakı inteqralları hesablaym.

l)Jlm zöfe, С -konturu  0 və 2 + i nöqtələrini birləşdirən düz

xəttdir; 2) f— , С -konturu  |z| = l çcvresidir; 3) f-^L 
r 2 * Vz

C -k o n tu ru  |z| = l çevrəsinin yuxarı yanınhissəsidir, dolanma

istiqaməti isə (1;0) nöqtəsindtm ( l;0) nöqtəsinə doğrudur (Vz 
ifadəsinin qiymətitıi ümumi düslıııdun k = 0 üçün götürmək

Г  ö f e  I I
lazımdır); 4) , С konlnnı I |z| < 2 oblastimn sərhədidir;

с 2
r II 71

5) \z  d z , C -ko ıı ln ru  I I I v^vıösi ilə 0 < a r g z <  — çoxluğunun
* 2r ^

/
kəsişməsidir; (>) || |«/. ıııleqral - i  və / nöqtələrini |zj = l

I
çevrəsinin qövsii п м  1>мlo^dirən əyri üzrə götürülür və R e z > 0 ;
7) jzj = 2 çevrosimıı l m z < 0  yarımmüstəvisində yerləşən hissəsi 

olan və z, — —2 vı» , 1 nöqtələrini birləşdirən С -  konturu üzrə

inteqralları hesablaym: a) j]z|</z; b) j jzjzdz; v) J(2x-3 i y )dz;
с с с
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8)z, = 1 və z2 =i  nöqtələrini birləşdirən C - d ü z  xətt parçası üzrə

üzrə hesablaym; 11) С -konturu  z0 = 0 ,  z/( = i və zB ~ \  + i

daxilində, - 3 i nöqtəsi isə onun xaricində yerləşirsə; b) - 3 /  
nöqtəsi С  konturunun daxilində, 3/ nöqtəsi isə onun xaricindo 
yerləşirsə.
83. Koşi düsturundan istifadə edərək inteqralları hesablaym. ( '  
konturu mərkəzi 2 nöqtəsində və radiusu 2-yə bərabər olaıı 
çevrədir.

inteqralları hesablaym: a )z ;  b) Im z ;  v) z ; 9) qapalı konturlar

üzrə mteqrallan hesablaym: a)

v) parabolasmm qövsü

nöqtələrini birləşdirən OAB  sınıq xətti olduqda
с.

inteqralmi hesablaym; 12) j z ]0dz inteqralmi hesablaym.
с

i J | . 2 ( z - D 4

84. inteqralları verilmiş çevrələr üzrə hesablaym.



с) I —-— £---------- clz ■
|г|{3 (z + l) (z -  2)

85. İnteqralları heablaym.

I) f smz dz , С  konturu a) |z + 4/1 = 2 ; b)|z -1  + 3/1 = 2 olan 
• z +16z 1 1  1 1

çoxluqdur;

2) f £ Г/2 , С  konturu a) |z + *| = l ;  b) |z + 2 + / | = 2 ;
J ( z - / ) 2(z + 2) 1 1

v) jz -  zj = 2 ; q) jz +  2 -  zj = 3 olan çoxluqdur;

3) J r ez2dz,  С konturu z + z = 2 və |lm z |< l  m im asibətləri ilə
с

verilmişdir;

4 ) j e 2:d z ,  С  konturu AOC  (Л((-1;1) ,  0 (0 ;0 ) , /?(1;1) nöqtələrin i
с

biriəşdirən üçbucağın konturudur;

5) jezd z , С konturu /1(0: л )  vo Л{тг\0) nöqU)k)iini birləşdirən
с

parçasıdır;

6) J r e z r f z ı ä )  /4(0;0), Н{2Ј) Ш !jii;ısı iizro; b) |z| = l çevrəsinm
А В

yuxarı yarım hissəsi üzru ( //(!;()));

7) Г—— С konturu a) ınnrko/i koordinat başianğıcm da və 
• 2z + i

tərəfı 0,5 olan kvadratdır; b)
|Kc

jlııı

2 oblastimn sərhədidir.

86. / ] = J z 2dz və / 2 = jVufe inlcqrallarını С konturunun aşağıdakı
с с

hallarmda hesablaym: a) ( '  konturu mərkəzi koordinat
başlanğıcında yerləşən çevrənin birinci rübdəki qövsüdür(istiqamət
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saat əqrəbinin  hərəkətin in  əksinədir); b) a) bəndində verilm iş 
qövsün başlanğıc və son nöqtəllərin i b irləşdirən  vətərdir.

87. f—s--n-z— dz inteqralm i С  konturunun aşağıdakı hallarm da 
' z 2 - z - 2

hesablaym:

а) С : | z - ( i + o |  = 1; b) С \ z = l + i + e i<p, 0 < д ? < 2 л ;

v ) C : z - З г ј  = 3,1; q) С : |z + 1| = 1.

88. /, = jxd z  , / , = j ydz  inteqrallarmı aşağıdakı verilmiş yol üzrə

hesablaym : 1) z = 2-H' radius-vektoru boyunca; 2) |^| = 1, 

О < arg z  < л  yarım çevrəsi boyunca(z = 1 başlanğıc nöqtədir); 

3) |z -  a\ -  R çevrəsi boyunca.

89. J]z\dz inteqralm i aşağıdakı verilmiş yol üzrə hesablaym :
с

1) z = 2 -  i radius-vektoru boyunca; 2) |z| = 1, 0 < a rg z  < л  

yarım çevrəsi boyunca( z = 1 başlanğıc nöqtədir); 3) |z| = 1,

- y < a r g Z - T~  yarım çevrəsi boyunca ( z  = / başlanğıc nöqtədir);

3) |z| = R çevrəsi boyunca.

90. J|z| zdz inteqralm i |z| = 1 yarım çevresinin yuxarı h issəsi və
с

- l < ^ < l , , y  = 0 parçasm dan ibarət qapali С konturu üzrə 

hesablaym :

91. \~dz  inteqralm i şəkil 56-da
* zс z

verilm iş qapalı yarım halqadan ibarət С 
konturu üzrə hesablaym:
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и .  \ ( z - a )  " dz ( п -  tam ədəddir) inteqralmi aşağıdakı verilmiş yol

iizrə hesablaym :

1) \ z - a \ - R ,  0 < a r g ( z - a ) < n  yarım çevrəsi boyunca( z = a + R 

başlanğıc nöqtədir); 2) \ z - a \  = R çevrəsi boyunca; 3) m ərkəzi a

nöqtəsində və tərə flə ri koordinat oxlarm a paralel olan kvadram  
perimetri boyunca.

dz
—    inteqralm i С konturunun m üxtə lif vəziyyətləri üzrə
z(z -1 )

hesablaym. Fərz olunur ki, С konturu 0; 1 və -1 nöqtələrinin heç 
birindən keçmir.
94. İnteqralları hesablaym .

93. j

I) f - ~ — d z , a>  1; 2 )—  f 
J r 4 _  1 ' 7 Jri 1

1 r e zdz
z -1 2m £ z 2 + a 2 

1 r zezdz

С -  konturu Izl < a

1 f  Z C  U Z
çevrəsiııi daxilinə alır; 3) —   a nöqtəsi С -k o n tu ru n u n

2m *(z -  a)
daxilinckx liı

95. —1 f 1Z—  inteqralım  aşağıdakı verilm iş yol üzrə
27Г/ (J .-(I z)

hesablaym
1)0 nöqU»sı ( konturunun daxilində, 1 nöqtəsi isə xaricində 
yerləşir; I ımqtosi С -kon tu ru n u n  daxilində, 0 nöqtəsi isə 
xaricindo у п I.»•.и . 3) 0 və 1 nöqtələri C -k o n tu ru n u n  daxilində 
yeıiəşir.
96. İnteqnıll.ıı ı lır ı h l a y ı n .

1) /, = JzV  . / . \ \ lz '  a) L -  konturu
l. I

şəki l  57 a) -da v» ı ılıııışdir; b) L - ko n t u r u  
şəki l  57 b)-dv> \ cı ı lmi ' .dir;
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2) j esdz- L -  konturu A(0;-я) və 5(л;0) nöqtələrini birləşdirən
L

parçadır;

3) jRezVz: L - konturu z + z = 2 və |lmz|<l münasibətləri ilə
L

verilmişdir;

4) je2zdz • I - k o n tu ru  /(05  üçbucağının Л(1;-1), 0(0;0) və 5(1;1)
L

konturu dur.
e2‘97. Г d z  inteqralmi hesablaym.

1 2  z  +  /

1) C -kon tu ru  mərkəzi koordinat başlanğıcmda və tərəfı 0,5 olan 
kvadratdır;

2) C -konturıı  £):<İRezi < —2 oblastimn sərhədidir; 

|lmz| < 1

98- S c .  qüvvət sırasmııı yığılmasını tədqiq edin, əgər

1) сй = ~ ~  J 2 )  cn -  — —; 3 ) с я V ' ;  4) c>) = — ; 5) с  =  —  
" (2/) * (in)" n n

ınrp

nsmınS\ с ~1\ Z . 04 KsKJÖin , (\\6 )c „ =  — , 7) c , =  — , 8 ) c . = - — , У )с„= —
n n 2  3

99. Qüvvət sıralarmm yığılmasmı tədqiq edin.

sin — + /( 1 . 2'ло? 1 OC 1

l) У - ј Ј — ; 2) у — i ;  3 ) £
1ä J n + İ n  £?(n - i ) y j n  П п],

4) ј ^ (~1Г - я + / . 5  ̂ чг я(2 + 0" • у 1 n(2i-i)"
„=ı и /ı=ı 2 „=1 3

О)

loo- 2 > „  z" qüvvət sırasınm yığılma radiusunu müəyyən edin, 
//=1

əgər a) C„ = n n ; b) =  1 ; v )  c „ =  ^ ; q) c„  =  cos(m) .
n\  2
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101. Qüvvət sıralarınm yığılma radiusunu tapm.
»  и | ос / 1  , -\П со ’ıı

»  I ^ ; 2 )  Е  Л ^ ( и - 2 г ; 3 )  2 ( * - 1 ) - - з *; 4 ,  £ •  .
п=I п и = 1 (w + 1)(«+2) „=0 „о '

5 )  үјп +Mz + i)". 6 )  f  2* .  7 )  V  ( г - 1 ) 2" . 8 )  у  „ ,
£  0 + 0 ” £  £ ( 2 « - 1 ) г -2” f t

СО СО со со

9 ) £ z"!; 10) f V '  ; И) ]T(3 + (- l)”) ' V ; 12) ЈГ z" cosm;
/1=0 / i - О  n - 0  n = 0

со со CO 2/1
1 3 ) X ( «  + a")z“ ;14) £ 3 * ( z - l ) * ; l 5 )  £ i - ;

/ ı= 0  л = 0  « = 0  ^

16) у  (” + 0(z + 0" ■ 17) у  z2- ; 18) У  ( г - 1)'" ; 19) V
t !  d + 0 ” S '  ^  (2« -1) • 2" £

102. Sıraların yığılma oblastlarını tapm.

1) 1 + £ — ; 2) ; 3) J ^ A l z ! L - ; 4 )  £ < * ± 4 1 ;
t ; « !  f r  t r « !( i+ 0 ” S  l+i«

5 ) £ [ 2  + ( - l ) " ] z ” ; 6)  £ j £ ± i i i L _ ;  7 ) | > i n ( m ) ) z ” ; 8) N .  "•
«=1 n=0 P  + 4 • (,-IJ J л=1 Ä J

9) j Ä ;  10) £ £ £ ;  11) E ( z" + ^ ] ;  1 2 ) £ [ 2-  , ''
/1 =  1 ^  /ı = 0  Z  +  f t  /1=0  \  A  Z  )  n ~ 0 \  П '

i 3 ) i ( ^ T ; i 4 )  1 ^ : 1 5 )  £ - - ^ ;  ‘6) I / ”.,
/1=1 V n  )  /1=0 Z + 1  /1=1 1 Z  / I  I 1

со n  , • со — 3/1 +  1 со , - 2 /  ./I

17) X ( Z + 2 0 ” -— ; 18) E t t V v  ; 19) -  Г ^  И Й ( З л - 1 )  -3 1

90^ V _ _ £ İ _ -  91s! V Ö J l ü l  • s r (n + 0(z + 0 " ^ ( i  \
£ ( * + i ) 3 ’ ^ ( « + i r  ’ s  o + o "  ’ ' "

241 KfzıJ; 25)1йт;1 ‘26) 1271 •'
28) ј т г У * ” ; 29) ] Г ^ 1)(г + 1Г- + 2"fl ■

t

3" (z + 1)"

ш  г ^ ( г  +  1)" 3«  +  l  . ^ • n v f z  +  1 I

30) i — - 3 W '  31)£ Ь ‘ и



/  -У П О А?7 Я у Z + I
103. Aşağıdakı qüvvət sıralarmm yığılma radiuslarmı tapırı.

со I со со oo со

1) ; 2) £ г * ; 3 )  ]T z r  ; 4) ]T(3 + ( - l )» )V ' ; 5) f V c o s m
>}-{) f t  /7=0 /7=0 /7=0 /7=0

со

104. X е» z" qüvvət sırasınm yığılma radiusu R ( 0 < R < '  ı
n=0

olarsa, aşağıdakı qüvvət sıralarmm yığılma radiusunu müəyy;m 
edin.

1 ) ' £ n t c„z"- 2 ) X ( 2 " - 1 ) c „ z ” ; 3 ) X ^ z ” ;
/;=0 /ı=0 //=0

4 ) f y C„z"; 5 ) f > „ V ;  6) £ ( l  + z0")C„z" .
/7 =  1 / f = 0  / 7 = 0

CO 00

105. X  anz n və qüvvət sıralarmm yığılma radiuslan
/1=0 /7=0

uyğun ola raq ^ və r2 ola rsa, onda a şağıdakı qüv vət sıra larınm 
yığılma radiusları haqqında nə demək olar?

1) !](<«. ± * . ) r ' ;  2) J e A * ' ; 3 )  f ^ z » .
/ı=() /1=0 /1=0

106. Aşağıdakı qüvvət sıralarmın yığılma dairəsinin sorlıudindo
yığılıb-yığılmaması haqqmda nə demək olar?

СО 00 „  / I  со _  / j  OO /  1 \  /f  _  П

! ) £ « ■ :  2 » £ — I J > E ^
;ı=0 n=l П Л=1 П Я

00 ptl 00 / _ 1 \ п  • .

5) V  ( / ? -  natural ədəddir); 6) V - — — z3"'1 ; 7) ^  , .
t l  п п=2 In п „ , п



107. Asar.ulakı funksiyaları ^ c nz" şəklində qüvvət sırasına ayırın
«=o

v. 1 yıj’.ılma radiusunu tapm.
I ) rhz ; 2) shz ; 3) sin2 z ; 4) ch2z ; 5) (a + z )a ( a a = ealna);

(.)Vz+7 (VF = İ ± İ ) ; 7 )  —  "  Z( ^ O ) ;  8)
л/ 2 öz + 6 ’ z 2 - 4 z  + 1 3 ’

I 4- z
‘>) - r ;  10) ln  ; 11) ln(z2 - 3 z  + 2).

(2 + 1) 1 - z
108. Aşağıdakı sıraların cəmini tapm.

■о со _  ft oo 2 n  —1 со со - и

D j y ;  2 ) ^ ;  З ^ Ј — ; 4) J V ; 5)
ıı=0 n=0 ıı=0 z-’ ‘ ' * /ı=0 »ı=0 ^

со со /1 со со

6 ) 5 > * ;  8) 2 > to; 9 ) S 4 '
ıı=0 «=1 J  «=1 л=1 2

109. Aşağıdakı sıraların yığılma oblastlarmı tapın.

1) £ з * ( * - . у ; 2 )  f ------
ГГ (z + i)" ■ 2"’

110. Aşağıdakı sıralarm verilmiş çoxluqlarda müntəzəm yığılmasım 
isbat cdiıı.

't l  . till 1 _ 00 / , /т"\ 2/1

i) У ..... " г ~ ,  |z |< r<V 3 ;2 )  у  (5.+.У?Ј■■ , z + л/з < г < л/з.
£ ( 3 «  I) • V 11 t ı  3" I

111./ ( 2) lıınl <siyasım z - i  qüvvətlərinə görə Teylor sırasma 
ay inn.

112. Verilmış Һткмув1ап z0 nöqtəsinin ətrafmda Teylor sirasina 

ayirin Vv) yip,lima ohlnsiini göstərin.
a ) l n z , z 0 I, I’) (I )c , =0; v) s in 2 z -2 s in z ,  z0 =0 .

113. Verilmi* IniiK , almi V r qüvvət sırasma ayırın və yığılma
II чЧ

radiusunu tapm

a)—I— , Ь ф ()\ l>) , v)- z
az + b I/ I I I (z +1)“

II W)



114. Məlum ayrılışlardan istifadə edərək verilmiş funksiyaları
00

'YjC"zn qüvvət sırasma ayırm.
/ı=0

l + z .  , л "rsinza) ln(z2 -  3z + 2); b) v) f*— dz>
1 - z  0J z

115. Verilmiş fımksiyaları z - 1 fərqinin dərəcələrinə görə qüvvın 
sırasma ayırın və yığılma radiusunu tapm.

. 2
Zа )_ Л _ ; b )  £------ ; v).

z +  2  z 2 - 2 z  +  5 ( z  +  1)

116. Verilmiş f ( z )  = lnz funksiyasmı z0 =2 nöqtəsinin ətrafında 
Teylor sırasma ayırm.
117. Verilmiş funksiyaları z dəyişəninin dərəcələrinə görə sıraya 
ayırın.

а)-г—  ------ ; b ) . Z + 1 ; V ) _ ± _ ;  q) z
z 2 - 2 z  +  2  ( z - 1 ) 2 ( z  +  2 )  4  +  z 2 z 2 - i

118. f ( z )  = __ -—  funksiyasını 0 < |г —1|< 1 halqasinda Loraıı
z ( z - l )

sirasina ayırın.
-4

119. f ( z)  = —    funksiyasım ( z - 2 ) - n i n  dərəcələrınə gıım
7 ( z - 2 ) 2

Loran sırasma ayırm.
120. Aşağıdakı funksiyaları göstərilən oblastlarda Loran sırasıım 
ayırın:

a) f ( z ) = _____ £______  funksiyasım 1 < |z| < 2 halqasinda;
( z 2 - 1 ) ( z 2 - 4 )

b) f ( z ) = ______ !______ funksiyasım 1 < |z| < 2 halqasinda;
J (z2 -  l)(z2 -  4)2 11

v) f ( z)  = _____ !_______ funksiyasını Ы > 2 oblastında.
( z 2 - 1 ) ( z 2 - 4 ) 2

121. Aşağıdakı funksiyalarm ( z - z 0) dərəcələrinə görə ayı ılı.şlaı ım 

yazm.
l)lnz  , z0 = 1, lnl = 0 ; 2) ln(l + z), z0 = 0, lnl = 0; 3) sııı ■ , •„ ’ ,

'1) r , z0 = 2 ; 5) ln(l + z ) , z0 = 2 .
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122. —  funksiyasını z 0 nöqtəsinin ətrafmda Teylor sirasma
z -  2z -  3

ay inn.
1) z0 = 0; 2) z0 = 1.

123. Aşağıdakı funksiyalari ( z - 1 ) - i n  dərəcələrinə görə qüvvət 
sirasina ayırm və yığılma radiusunu tapm.

I) Z ; 2)  — — —--------; 3) — 4) 4~t , V I  =  ~ 1 +  b ^  ■
z  + 2 z  - 2 z + 5 (z + 1)2 2

5) lnz ; 6)sin(2z -  z 2) .
124. Aşağıdakı funksiyalarm z -  in dərəcələrinə görə qüvvət
sirasma ayrılışmın ilk beş həddini tapm.
1) ezsmz; 2) л/cos z , ( z = 0 olduqda л/cos z = 1);

3) (1 + z )2 -  e2l,,(1+2); 4) ; 5) e2 ln(l + z ) .
125. Aşağıdakı funksiyalarm z dəyişəninin dərəcələrinə görə
ayrılışlarım yazın.

2
l ) _ i _ ; 2 )  —  ; 3 )  cä3z ; 4)  e'*2 ; 5 )  ain* z ; 6)  L . ; 7 )  1

1 -  z z -  1 I (/;■ <7 z

* ) — L - ; 9 )  İ İ Z İ ;  10) г . " ;  II) . ’ ;
(1 -  z) z + 2 7 1?. / 2;- I 2

1 2 )  £±1------; I I )  I ' l) /  .
(z -1) (z + 2) 4 I / i

126. Aşağıdakı fimk.iynlan >м».1..1 ıhuı lıalqalarda, ya da verilmiş 
nöqtələrin ətraliııda I nnııı мммпа ayırın. İkiııci halda ayrılışın 
ıniimkün oldui’iı obln\iı >•« • чьи in

1  ) ----------  f u n k s i y a s ı ı ı ı  0  vı» -  00 n ö q t ə l ə r i n i n  ə t r a f m d a ;
z - 2

2) — — , , (а • o l' natural ədəddir) funksiyasmı z = 0 və 
( z - a )

z — cc nöqlnluı ıııııı .•laılinda; 3) —  -----  funksiyasını z = 0 ,  z = l
z ( l - z )

vi)  z  n t t q l ı t l n ı  m i n  ö l r a f ı n d a ;  4 )  ------------- ! ------------- , 0 < b | <
(z - a ) ( z  -  b)

z + 2
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funksiyasını z = 0 ,  z  =  g , z  =  со  nöqtelərinin ətrafinda və
z 2 — 2z + 5

|a < |z < |b| halqasinda; 5)    funksiyasmı z = 2
(z -  2)(z +1)

nöqtəsinin ətrafmda və 1 < Izl < 2 halqasinda; 6)
(z2 + l ) 2

funksiyasını z = i və z = oo nöqtələrinin ətrafmda;

7)yf(z -  a)(z  -  b ) , |б| > |a| funksiyasım z = oo nöqtəsinin

ətrafında(funksiyanın hər iki budağma baxmalı);

8 ) / ( z ) = --------------------, Im /  — > 0  fünksiyasmı l < | z | < 2
V (z - 1 )(z ~ 2) V U y  J

I
halqasinda; 9) z2<?- funksiyasmı z = 0 və z=co nöqtələrinin

Z  —  4-Z
ətrafında; 11) cos-  —  fuııksiyasını z -  2 nöqtəsinin ətrafmda;

ətrafında; 10) e ]~: funksiyasını z = l və z = co nöqtələrinin
z2 -  4z 

( z -  2У
, 1  •*+1

12) z 2 s in   funksiyasmı z = l nöqtəsinin ətrafmda; 13) e
z -1

funksiyasmı 0<[z |<oo  oblastmda; 14) s in z s in — funksiyasmı
z

I I Z0 < z |< o o  oblastmda; 15) s in   funksiyasmı z = l və z >
1 -  z

ııöqtələrinin ətrafında(sonuncu halda ilk dörd hodb' 
kifayətlənməli).
127. Aşağıdakı funksiyalarm verilmiş nöqtələrin ətrafmdu Loraıı 
sırasına ayrılışmm mümkünlüyünü araşdırm.



8) Inz , z = 0 ;  9) In '- ,z  = co; 10) In— , z = oo; 11) z " = e aln' ,
Z Z + i

z = 0 .
128. Aşağıdakı çoxqiymətli funksiyalarm verilmiş nöqtələrin 
ətrafmda I .опт sirasina (о ciimlədən Teylor sirasma) ayrılışı olan 
hirqiyinotli budaqlari varmi?

z -  l)(z -  2)
, z = o o ;

4) V(z " l)(z ~ 2 ) ( z - 3 )  , z =oo; 5) \ j z ( z ~  l)2 , z  = oo;

6) Vl l-Vz , z = 1; 7) Vi + Vz , z = 0 ;  8) Vl + л/z 2 - T ,  z = oo;

9 )  V I  +  Vz2 -1 ,z =  1; 10) Jl +  з j - J L -  , z  =  o o ;
I I )  / , / 7 . [ ( z - l ) ( z - 2 ) ] ,  z  =  o o .

z 2 - 2 z - 3

130. /'(. ) - —̂----- — funksiyasmi z0 = l  nöqtəsinin ətrafmda

129. f ( z )  = —----------  funksiyasmi
z + 2z -  3

I) z0 0 nöqtəsinin ətrafmda; 2)funksiyanm sıfırları ətrafında;
l)fıınksiyanın məxsusi nöqtələri ətrafmda z -  in dərəcələrinə görə 
qüvvət sirasma ayırm.

z2 - 2 z  - 3  

(■• l)2(z + 3)
in din.и . * I. н mu görə qüvvət sirasma ayırın.

111. A.şap.i'Lıl I fimksiyalan verilmiş nöqtələrin ətrafmda z - i n  
doıucoluı т .-  )••'! » qi'ıvvət sirasma ayirm.

I ) I (. )  ̂ , funksiyasmi sonsuz uzaqlaşmış nöqtənin

z + 2 i•liiifmdii, 'I [ )    funksiyasmi onun sıfırları
(I 2i -  z)

ilml'mda, *) /( I  ̂ , funksiyasmi onun sıfırları ətrafında.

1 ‘>3



132. Aşağıdakı funksiyaları verilmiş nöqtələrin ətrafmda z - i n  
dərəcələrinə görə qiivvət sırasına ayırın.

2) / (z) = ——   funksiyasmi a) z0 = 0; b) z0 = i ; v) z0 = oo;

1) f ( z )  = —  funksiyasmi a) z () = i ; b) z 0 = 0 nöqtəsinin ətrafmda;
z *"

2
z  ( z  +  / )  

q) z 0 = - /  nöqtəsinin ətrafmda.
133. Aşağıdakı funksiyalar üçün z() nöqtəsinin xaraktcrini müəyyən 
edin:

a) s i n z  +  3 s i n 2 z ,  z 0 =  к к  , /с s  Z  ; b ) s i n ( z  -  l ) c o s 3 y  z , z 0 =  1 ;

71
cos- z

v) : , 2 1 г0 = 1; q) , z0 = тс.
s m ' ( z - i )  z — тс

134. Aşağıdakı funksiyalar üçün z0 polyus nöqtəsinin tərtibini

miiəyyən cdin:

a ) - i - ,  * „ = * * ,  * 6 Z ;  b )  / ‘ ~ 3 *  +  2 14, . * ,  =  2 ,  z „ =  1 ;
s ı n '  z  ( z  - 4 ) ~ ( z - l )

, coS/Tz + l , 0
v)-—--------Г7Т’ zo ~ ~ 1 ’ zo = 2 •

( z “ -  z  -  2 ) '

135. Aşağıdakı funksiyalar üçün məxsusi nöqtələri tapm və tipini 
müəyyən cdin (polyus nöqtələri üçün isə tərtibi müəyyən edin):

a)  b)c/gz; v) 1 ; q )e ;~2' ;  d ) Cos—!— •
z ( z  +  l ) ( z - l )  ( z  +  ı) z + ı

136. Aşağıdakı funksiyalarm məxsusi nöqtələrini tapın:
. 1



137. Aşağıdakı funksiyalarm üçiin z = 0 nöqtəsinin tipiııi müəyyən 
edin:

a) expf— —1; b) z .+ 3z— ; v)
l n ( l  -  2 z )  . z 3

s ı n  z  -  z  + —  
6

1q) (с 1 -  z ) c t g yz ; d )  s*n2z ; e) exP 2 
, z‘ U  - z

c o s z  - 1  +  —
2

138. Aşağıdakı funksiyalar üçün məxsusi nöqtələri tapm və tipini 
müəyyən edin:

1
s ı n  z1 fe e x Pl , /

a) —— -> b) İJ-; v) Vz t  U ; q)
z +1 z (z + 1) z (z +1)

139. Aşağıdakı funksiyalar üçün məxsusi nöqtəlori tapın və tipini 
miiəyyən edin:

a) ~ — ; b) z cos —— z \  v) z ’sin ' z  •
z - 1 z z

140. Aşağıdakı funksiyalar üçün z0 = 0 sılirmın utrlibiııi müəyyən 
edin.

1) f ( z )  = (e2 ~1)2 - s i n 2 z ; 2) / ( z )  = (ez* -1)'' ı ( c o s z - l ) 2;

3) f ( z )  = (ez - l ) 2 -  4 ( 1 - cos z)2.
141. Aşağıdakı funksiyalarm bütün məxsusi nöqlulurini tapm və 
tipini miiəyyən edin:

~ 1 z 3 + z >
1) /(•*■) = v r — ; 2) / ( z )  = — — ;

z' + z -  2 e " f  1

1 з 1 z V  sin
3) cos - + - ^ — e 1 ; 4 ) / ( z )  = — — .

z+1 z +1 e -1
142. Aşağıdakı funksiyalar üçün məxsusi nöqtokni tapm, tipini
müəyyən ediıı və sonsuz uzaqlaşmış nöqtənin utralinda fuııksiyaları 
tədqiq ediıı:



ч) f ( z )  = — z- ; d) J'(z) = e'«‘ ; e) f ( z ) = -İHLL..
e  4 z  +  3

143. Aşağıdakı funksiyanm polyuslarmı tapm:

f ( z )  — — , Z—z ү  ’
'/ V ;  (z -  l)(z +1)
144. Aşağıdakı funksiyalarm məxsusi nöqtələrini tapın:

a) . /  ( z )  = ; b )  / ( z )  =  s i n  - .
z 2 + 1  z

145. Aşağıdakı funksiyalar üçün məxsusi nöqtələri tapm, tipini 
mıiəyyən edin və sonsuz uzaqlaşmış nöqtənin ətrafmda funksiyaları 
tədqiq cdin:

1)  f ( z ) =  2 ; 2 )  / ( z )  =  3 )  f ( z )  = z e ~ z : 4 ) / ( z )  =  z<? 2 ;
z ( z '  + 4) z  + 1

5) / ( z )  = e !_z; 6) f ( z ) - e  1. 7) / ( z )  = ; 8) / ( z )  = sism
1 -  z 

1 4
9) /  (z) — sin — ч—-г- j 10) f ( z )  = e~z cos — ; 11) j ; 12)  ---------

z z '  z z  — z  i +  z

13) — ^-5- ;  14) ; 15) - f L . ;  16) i l ± l ;  17) a f* ;
( l - z ) “ z(z +4)  1 + z e

1 1  в.1 1 — б 1
18)— —- - - ;  19) 20) i - Л - ;  21)

- 1 z z ( l - e z) 2 +  e z z 3( 2 - c o s z )
1

J  1 г  г - l  z~\  j

22) t h z ; 23) e 7 ; 24) ze7 ; 25) ; 26) ; 27) 4 ----- ; 28) - — ;
e - 1  srnz

2 9 )^ 1 ^ - ;  30) tgz; 31) t g ' z ;  32) 33) c t g z - - ;  34) c t g z - - ;
z~ z z  z

35) —— — — ; 3 6 ) -------   ; 37) sin 1
s i n z - s i n a  c o s z  +  c o s a  1 - z

7
Z

(z2 -  4)2 cos

7 1 —  1 1 • i i ; 41) sm —+ —
z z z z"

3 8 )  (  — ; 39) ctg-_\ 40) c t g - -  — ; 41) s i n - +  _2

v. z -  2y

1%



146. Aşağıdakı funksiyalar üçün z0 nöqtəsində çıxıqları
hesablaym:

„  _  о „ _  о . u \  c o s  z
{ , ,4» Zo- -^ ’ - 0 -  ' ~T, 77* °
( z  +  2 )  ( z  -  3 )  z '  ( z  +  4 )

v ) / g z , z 0 = £ ;  q) ег+2, z0 = -2 ; d) sin , z0 = 1.
2 z -  1

147. Aşağıdakı funksiyalar üçün onlarm moxsusi nöqtələrində 
çıxıqlarmı hesablaym:

a) z- - z ~ 1 ; b ) - j - i  ; v) _ L _ ;  q) z3cos 1 ; d ) e  ' ; .
z (z - 1) z (z + 9) s i n z  z  2

148. Funksiyalarm göstərilən nöqtələrdə çıxıqlarmı hesablaym:
1 1 z2a)   , z0 = 0 ;  b) —— z0 = 0, z0 t l ;  v) - — ,

1 -  cosz z -  z (z + 1)

Z0 = ± ı ; q )  е г ш — z 0 = o o .  / ( z )  =  Ä 1 , . : ,  oo
z  -  В  ’ 1 +  z

149. Aşağıdakı funksiyalarm sonlu məxsusi nöqtohn indu v o  sonsuz 
uzaqlaşmış nöqtədə çıxıqlarmı hesablaym:

a ) — b) sın 2z ; v) c ^ 2z ; q ) c / g 3z;  d) cos 1 ;
z ( l  -  z  ) ( z  + 1 )  2  2



150. Çıxıqlarm köməyi ilə aşağıdakı qapalı kontıır üzrə inteqralları 
hesablaym:

a) f — dz\ b) [ - /  v) I—— , С -konturu  x 2 + y 2 = l x
d l  Z |;| = 3 Z  +  4 Z  С Z  +  1

çevrəsidir; q) [ sm - d z \  e) f , 2 dz ; j) [  — -------
и:,. z |:,J=3 (z + l) (z -2 )  јф2 (z -  ı)(z -  3)

151. Çıxıqların köməyi ilə aşağıdakı qapali kontur üzrə inteqrali

hesablaym Г  — , əgər а )С: Ы = 1; b )С : Izl = 3 ;
1ф 2 z(z + 2)(z + 4)

v ) C  : Jz| =  5 .
152. Çıxıqların köməyi ilə aşağıdakı qapali kontur üzrə inteqralları 
hesablaym:

a) [ ____ 2 dz--------; b) f +1¥ z.....;
jıj=2 (2z2 + l)2(z4 -  l)3 |r|=4 (z + 2)2(z -  3)

v) Г CQSz<̂ z . ; q) f 23cos— _— dz ; e ) [e ~2dz •

H = - z ' ( z  +  4 )  W - 3  z " 2  1 =H

153. Sonsuz uzaqlaşmış nöqtədəki çıxığın köməyi lə aşağıdakı 
qapali kontur iizrə inteqralları hesablaym:

а) Г b)  f ( £ İ ± i l ) * -
J  7 15 +  1 J  Z 4 + 1

5 2  +  1 Ir  1=1.1 z  1 1

. 1 I
sın"  - т V ■dz •v )  f  2  d z  ; q) f

ı;|| 3 z ( z  +  l ) 2 ( z  +  2 ) ( z  4 )  ‘ J  1 4 у

154. Aşağıdakı qapalı koııtııı iizi'o inleqralları hesablaym: 

a )  f ^ L ;  b) j  _  V)  f ;



sin z sinl . 1 z2
1) — j - ; 2) —y - ; 3) s m —  ; 4) —

155. Aşağıdakı funksiyalarm üçün z = 0 və z -  oo nöqtələrində
çıxıqlarını hesablaym:

z “ z~ z  sin z
156. Aşağıdakı funksiyalarm üçün bütün məxsusi nöqtələrdə 
çıxıqlarını hesablaym:

1) cos— ; 2) sin2 —; 3) cos2— !— ; 4) ( z - 3 ) e - 3; 5 ) —f +1 ;
z - 1  z 2z +1 z ( z - 1 ) 2

6 )  z  + 1  • 7 \ Z +  1 . оч e ' +' . пч ( z 2 + / ) 2 ( z - l )
' f 2 ’ / 2 z2 ’ / 1\2 ’  ̂ / 2  1\/ -\ '(z - z - 2 )  ZV  (2 + 1) (z + l)(z + /)

157. Aşağıdakı funksiyalarm üçün onların məxsusi nöqtələrinin 
tipini müəyyən edin və bu nöqtələrdə çıxıqları hesablaym:

f z  + l Y  f z  + l Y  2 1 2
1) ------  ;2 )    e , 3) z +1 +  - ; 4 ) -  +

\  z J \  z J z + 1 z z  + 1
sin z sin z _ч sin zэ) --------- ;6)  — — ; 7)

z \ z  +  K ) '  '  z ( z  +  7T)3 ' z 2 ( z  +  n ) 2

158. Aşağıdakı funksiyalarm üçün bütün məxsusi nöqtələrdə 
çıxıqlarmı hesablaym:

I

; 2) ; Л) <•' I cos г ; 4) " cos - ; 5) z 2 sin *
z" +1 z I I z ’ I 16 z z - i

1 5 I , 1
6 )    i f " ' ;  7) sinzsin ; 8 ) z  c o s -

(z + 1) 2 . 1 7  z '  z - 2
159. Aşağidakı limKsiyakir iiçiin onların izolə edilmiş məxsusi 
nöqtələrindi) vn soı is ıız uzaqlaşmış nöqtədə (əgər sonsuz 
uzaqlaşmış ıı<k|l.• m.ıxsusi nöqtələr üçün limit nöqtəsi deyilsə) 
çıxıqlarını lıcsııbhiN ııı

1 ' z 2"
1) - 3— v ; ?) , ; 3)   — , n -  natural ədəddir;

z — z ( I I)- (1 + z) /

1 , , I :: 1 ,л sin 2 z „s ё
4) —  . . ; ı > - - ;  б) -— - J ; 7) —  — -  ; 8 ) t g z ;

z ( l  -  Z ) ( - 1) (z  + 1)" z (z +9)
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9) — — ; 10) ctg2z;  11) ctg^z;  12) cos—-— ; 13) z3cos-/ - ' O  — О  -  j  ---------  _  3 -  ---------
sm z z - 2  z - 2

14) e *; 15) s i nzs in—; 16) sin Z ; 17) cos- - - - - —  
z z + 1 z + 3

1 8 )    , Һ ф 0 ; 19) z ” sin —, n -  tarrı ədəddir;
z(l -  e ) z

2°) - 4 t v 21) - Д -• И  s ın v zsn,Uj
160. Aşağıdakı funksiyalarm verilmiş nöqtələrdə çıxıqlarmı 
hesablaym:

. sin 2z -  2z , ч (1 ~ chz)shz ч cosz « . . .
1) a )   ; b) — ---------  — — ; v ) -------------- funksıyalarmın

( l~cosz)"  ( l - c o s z ) s i n  z _ 7L Z*
2

1 г_
Z COS 4 j 2-1 / ı \

z = 0 nöqtəsində; 2)a) —-— — ; b) — — ; v) - —  -----
z - 1  2z -1  2z +1

funksiyalarınm z = oo nöqtəsində.
161. Çıxıqlarm köməyi ilə aşağıdakı inteqralları hesablaym:

1) f—  , С -konturu  x2 - f y2 = 6 y  çevrəsidir;
J z -1 6с

3

2) j (z 4+ , С -konturu  {|z| < 3,Rez < o} oblastimn sərhədidir;
с z +16

r z d* \ z \ - 2  çevrəsidir; 4) f—~--Z .
cJ z3 + l  11 CV ~ 9  ү

C -k o n tu ru  у 2 = x  parabolasmm qövsü ilə x -  4 düz xətt 
parçasından ibarətdir.
162. Çıxıqlarm köməyi ilə aşağıdakı inteqralları hesablaym: 

ezdz ^  I .1 „ г . z + 1
- siıı z

I ) f C—  ? C : |z  + / | < 2 ; 2 )  fsin dz , С : |zj > 1;
j  "  Ü i n  7  J  7

дС 
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С C O S ^  Z  +  1 r C O S "  2  +  1 , f

5)  J 6 > 1 ~ 7 7 ~ И л г  ’  ̂ f
COS2 2 +  1 z3 + sin 22

- 2 | - 3
22 -  Я-2 I J 3 (2 —■ i t y

-az
|=2 (2 -  ;r) sin -  

2

8) J
62  -  sin 62

z 2s h 22z
dz;  9 )  j  (1 +  z 2 )

|z j = 2  

/  1 I

(  1 j_>
gz _ e z+\

v ;
2

J 2

10) J  (I + 2 + 2 2) e z - e 2~2 L f c ;  11) p V ö f e ;
jz -3 j= 2

_L
12) f — - — e*zdz;  13) f (I + 2 + 2 2) 

J 2 + 3 J

|z |= r 

/  1

|z+4!=5 z '=3

_L
<?z + 2ezH -  3ez~2 

V J
dz

14) j

2 • 2 2 Sin
dz .

| z + 2 |= 3 ( Z  +  1 ) ( Z  +  2 )

1 6 3 .  A şa ğ ıd a lc ı  m i iu y y o ı ı  inlc'cjrullnri <•"' n v o / l u m e s i  a p a r m a q l a  
h e s a b l a y m .

a )  f c~ -  ; b)  I /ц (у» I j )(/(/>
J(5 + 4cos«y>)J J "

1 6 4 .  A ş a ğ ı d a k ı  m lc q ıa l l a ı  1 һ с .п Ы п у ш

а ч 2 r COS2 2 x d x  . I j I'O!. ’ \il\

q 5 -4cos,v  • I 2/п'пп \ I /> 
| p | < i .

1 6 5 .  İn te q ra l la ı  I In . .ihhi\ 111

<1; v)Ir cos3 3 xdx
2 p  cos 2x + p 2

L 71

D J -
dx

, (I
< l \  , 3 ) { cos ax 

x 2 +ci2
dx \ a>  0, a >  0 .

166. Aşağıdakı mu 1 |i .11 In 1 In ..iblayin (n -  tam, a həqiqi ədəddir):
l i t  n

а) | е со5<й cos(n<p ми I, •)(/(/». b) J tg(x + ia)dx-



167. Aşağıdakı inteqralları hesablaym:
7 * sinca . Us ^ s i n ^  . . \ ^xsinax . л .

a) j  dx,  b) j  — d x ' v) J— j d x , a >  0,
0 X 0 л: +1 0 x + r

X(*cos ax , л . j\  “r sin ax .  ̂ л , лq) — d x , « > 0 ;  d)    — dx, a> 0,  b> 0.
] /  + 1 J x(x +b )

168. Aşağıdakı inteqrallari hesablaym:

a) f *~— dx '■> b) fX6 +  ̂dx \ v) Г—  f  - d x ;
Jyx* + 1 _{* +1 i ( x 2+4x + 13)2

q) f— ----- d x , Q > 0;  d) f—_— s*n a *---- — d x , a > Q , b > 0 .
I!(x2 + b2)2 _{(x2 + a2)(x2+b2)

169. Aşağıdakı müəyyən inteqrallari çıxıqların köməyi ilə 
hesablaym:

* 2л • 2 2я j
•COSÇ7 +  1 Г Sin (р . 1 \  Г

2 2
1) \ *  -- - d(p\ 2) f - 3) Г

' sin 7̂ + 2 “ 5 + 3 co s^  ^(2 + 3cos/ x)
2/r j  2k j

4) f  , ; 5) f-------- ^ — r .
о ( 4 - 3  sin x) * (3 + 2 cos (py

170. Aşağıdakı qeyri-məxsusi inteqrallari hesablaym:

14 T dx • ч\ • г\ "f .
i ( x 2 + 4 x  + 13)2 * Ј х 4 + Г  i ( x 2 +4)(x + 0 ’

,ч °r сч отг x 2 -  x + 3 , "г dx _4 °°rcos2 ^
4) ;5 ) İ T T I Ö T T ? л :6) J t T sF57) i T C T T I

ar ( j - l)cosx<ix a 'j-xsin xdx ^ rxe^d x
8) J хг - 2 *  + 2 ;9) J ~ ? 7 r ; l l ) ) t e W ; U )  i l ? 7 4 ;

- W  - 0 0  0  4 7 —OO

Wf ( x - l)e ,xdx 1<34 “j-xsin 2xc/x 1/П °f(x + l)cos4xdx >1 2 )  -  — "7 •) 1 3 )  I г ~  ,  1 4 )  J 2
J v** — 9 v4-0 J v 4-0 J V —x ” - 2 x  + 2 * x " + 9  x‘ - 4 j: + 6

xsinöxdx 1ЙЧ °fxsin3xjx 1 ‘“j-xsinSxdx 
х 2 + 4х + 13 ’ j  х2+16 ’ 1 %2 +16 ’
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r/f dx 'rcos 3xdx I-cos л/2 xdx
lo) I 0 5 i У) I ~ ~ 5 2\J) I - - 5

_Ј(л:“ + 4)(x — z) 0J 4 + x 0J 1 + x
00 1 1 00 J

21) 1 ~ T ~ J 7 ; 22) —j- ■
o x +16 i ( x  +1)

171. Çıxıqlarm köməyi ilə aşağıdakı qapali kontur üzrə inteqrallari 
hesablaym:

г öfz
1)  , С -  konturu х 2 + у 2 = 2х çevrəsidir;

i z  +1

2) Г    С -  konturu \z -  2İ = — çevrəsidir;
J ( z - l ) ( z - 2 ) 2 1 1 2 V

zdz ,  I I г ẐüÜZ
3 ) [ L iL   с  -  konturu Izl = 2 çevrəsidir; 4) f

ç ( z  — 3)(z -1 )  M v j 2^4 + 1

I I  Г  ^ 2 I IС -kon tu ru  z =1 çevrəsidir; 5) - -   —  dz , С  konturu z = l
11 J z (z - 9 )  1 1

1 r  1 , ,

çevrəsidir; 6) siıı <h, ( '  konturu Ы г çevrəsidir;
2т - z

1 1  1 ~
7)   [sin </, , Г  IvOiHiıı и I I r çcvrəsidir; 8) -----  \zne zdz,

2 m 2 7ri *

n -  tam ədoddiı ( '  К* »ııluru |/| /• çevrəsidir;
I I I  j

9) f(l + z-f .■ ’)(«■ I . 1 I ,■ 2)dz;  10) f -
, r , , «il
|z|=3 |z|=5

|15 sin z(l -  cosz)

172. Çıxıqlaı ııı I »ınь»s ı 11;> aşağıdakı müəyyən inteqrallari 
hesablaym \)y.. и mmqi.il qcyıi ınəxsusi və dağılandırsa, onda onun 
baş qiymoliııı lu-.аЫмут (ııj»,nr о varsa):

1) f— — ■ , и • I <м>ү/,»/7л. el(p = z  əvəzləm əsindən istifadə
• a + cos <p

edin;
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2> I t — dJ  4 2 ’ a > b > ° ;  3) J- r ^ r - j ,  a > 0 ,6 > 0 ; 4 )
(̂ (a+ocos<y9)" 0J ( a + o c o s  ç?)

[ —  —, a - k o m p le k s  ədəddir  və л * ± 1 ;  5)
J 1 -  2öcos<^ + a~

2к
f— - ° S — } (2 _ kompleks ədəddir və а Ф±  1;
' 1 -  2a  cos (p + a

I n  I n

6) jV'0S</> o,Qs(n(p -  sin (p)d(p , я -  tam ədəddir; 7) + za)dx,

2я
о -  həqiqi ədəddir; 8) Jctg(x + a)dx , a  -  kompleks ədəddir və

о
Im a  0 .

173. Çıxıqların köməyi ilə aşağıdakı inteqrallari hesablaym.

»  21 Ь в ? -  “ > 0; » f e f r

с/х
7? -  natural ədəddir; 4) — ------ -— ------ — , a  > 0,b > 0 ;

_{{x2 + a ~ ) ( r  + b 2)
oo 2 1 03 r 00 n

5 )  f—  d x ; 6) f— — , n>  2 -natural ödəddir; 7) f—* -r -d x  ,
э * +1 “ 1 + x" q 1 + x

n> 2 -  natural ədəddir.
174.Aşağıdakı inteqrallari hesablaym ( a v ə  b müsbət ədədlərdir):

oo /  ") I 2  \  • oo . со .\ x ~ - b  js inax  г sin ял г smox1) rl* __—— —- d x ; 2) f sm " \  d x ; 3) f 2 ,
!  (x2 + b2)x o x (x  /; ) 0J ^ + ^ )2 , l 2\2

dx

.s "rcos 2 a x  -  cos 2 6 x  , -ч 'rsin ' x  . “rsin3 x
4) ] - г dx;  5) J dx;  6) J— — Л ;



10) f dx;  11) fln f—- x  - — t ', 12) fln
0JVx(^ + l)2 i  u  J l  + x 0J

175. Aşağıdakı inteqrallari Jordan lemmasmdan istifadə edərək 
hesablaym:

a) J Л С05Х dx\ b) ) . x s m x  d x - v) ]  , .d x .
J v* - 2л‘ +10 J x2-2 x  + 10 J *2-+4* + 20~OC -OQ

176. и': 2z 2 + z  analitik funksiyasi vasitəsilə z0 nöqtəsində inikas 
/iimanı dönme bucağmı və gərilmə əmsahnı tapm.

a) • 1 b) 2' -il I ° 4

177. и- Iıınksiyusı ii^im Koşi Riman şərtinin ödənməsini yoxlaym. 
w lımksiyası vusitusilu nöqtosində inikas zamanı dönmə
bucuğmı və gərilmə əmsalını tapın.

a)  w =  — ; z 0 = 3 i ; b )  w = z  ln z , z () = 1;
z

v )  VV =  ; z 0 =  2 İ  ; q )  w =  <?r COS X , V =  -<?r si l l  Jt , Z0 =  —  •
z  -  i 3

178. Ruşe teoremindən istifadə etməklə aşağıdakı tənliklərin |z| < 1 

dairəsində yerləşən köklərinin saymı tapm.
1) z ’ - 2z6 + z2 -  8z -  2 = 0 ; 2) 2z5 - z 3+ 3 z 2 - z  + 8 = 0 ;
3) z7 -5Z*1 f  z '  2 0 .
179. z 1 5 I I 0 Umliyinin |z| < 1 dairəsində; 1 < |z| < 2

halqasinda ik\ u kokıi var?
180. z4 X. I 10 0 Umliyinin jz |< l dairəsində; l< |z |< 3
halqasinda ihvh Kokıı \ ,и?
181. Əgvи |./,,| • |./|| I |</,| I I olarsa, onda z n + a0z 2 + a,z + ö2 = 0 

tənliyinin I ! I dun и Min It - iu \n  kökü var? ( n -n a tu ra l ədəddir).

182. ё  -I II  о I и il I in in |z| < 1 dairəsində neçə kökü var?

( n -  natural udoddii I
183. AşıığıdııKı lnnl-м,шин м Iırlnrını tapm və onlarm tərtibini 
müəyyən Ын I
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SİTl 7
1) f ( z )  = z 4 -  2 z 3 + 5z 2 -  8z + 4 ; 2) / ( z )  = —  - 5-;

z(z  -  лг)

3) / ( z )  -  (z 4 + 2 z 3 + l ) (z 2 -  2z + 2 ) .
184. Aşağıdakı çoxhədlilərin  sıfırlarım n sayını verilm iş çoxluqdn 
m üəyyən edin:
1) z 5 + z 4 + z J + 3 z 2 -  z +15 sol yarım m üstəvidə; 2) z 3 -  2z + 5 
sağ yarım m üstəvidə.
18f5. Aşağıdakı çoxhədlilərin  köklərinin saymı verilm iş çoxluqda 
m üəyyən edin:
1) 2 z 4 + z 3 -  4 z 2 + 8z + 5 = 0 sağ yarım m üstəvidə;

2 )  z 5 -  5 z 2 -  4z - 1 0  =  0  sol yarım m üstəvidə;
3) z 6 -  6z 5 + 5z4 + 5z -  5 = 0 sağ yarım m üstəvidə;
4) z 8 + 5z 7 -  z 4 +  2 = 0 : a) |z| < 1 dairəsində; b) 4 < |z| < 6

halqasm da; 5) 3z4 + chiz = 0 |z | < ~  dairəsində;

6) z 4 -+4z + co sz  = 0 |z| < 1 dairəsində; 7) ez + 8 z 2 = 0 |z |<  —

dairəsində; 8) ё  -  z -  2 sol yarım m üstəvidə;
9) z 7 + 5 z 4 -  z 2 + 2 = 0 1 < |z| < 2 halqasinda; 10) z 3 + 4 z 2 - 5  = 0 

sol yarım m üstəvidə.
R

186. Ə gər \a\ > olarsa, onda ег = az" tənliyinin \z\<R

dairəsində neçə kökii var? ( n natural udəddir).
187. Aşağıdakı funksiyalar iiv-i'm ■' 0 -ın  tərtibini tapın.

1) z 2(e: - 1 ) ; 2 )  6 s i nz '  ı 6) ;  3) е"п~ - e lgz.

188. Z q nöqtəsi / ( z )  funksiyanı üçiiıı k ,  (p(z) funksiyasi üçün isə

l  tərtibli sıfır olarsa, onda aşaf’.ıdakı funksiyalar üçün hansı tərtibli 
sıfır olar?

1 ) f { z ) (p ( z )\ 2 ) f ( z )  +  <p(z)\ \)
<p(z)
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IN*> Л\..»|'.пl.ılvI l ı ı ı ık s iy a la r  ü ç ü n  b ü t ü n  s ı f ı r la r m  t ə r t ib in i  t a p m .

I ) : l I .') - İ —; 3) z s in z ;4 )  (1 - e z)(z2 - 4 ) 3; 5) 1 - c o s z ;
Z ■ •-• •• ' ‘ • İ'/ >•' I i

( v ' ) s i n z  -v 1 - c t g z  lgz з s in 1 z
(0 . — ; 7 ) -----------; 8) ; 9) sın z ; 1 0 ) -------- ;

z z
II) ми 12)xos3 ; 13) co sz3; 14) (л /2 - 2 ) 3;

15) ( I л/2 - 2 c o s z ) 2 .

1 9 0 .  w  in ik a s ı  z a m a n ı  z m ü s t ə v i s i n i n  h a n s ı  h i s s ə s i  s ı x ı l ı r  v ə  h a n s ı  

h i s s ə s i  g ə r i l ir ?

;ı) w  = 2 z 2 - 8 z - l ;  b ) w  = 3 -
z

1 9 1 .  w  =  (2  + i)z in ik a s ı  z a m a n ı  Л(1;3) v ə  5 ( 5 ; 3 )  n ö q t ə l ə r i n i  

b ir l ə ş d i r ə n  p a r ç a n ın  o b r a z ın ı  v ə  d ö n m ə  b u c a ğ m ı  ta p ın .

1 9 2 .  z m ü s t ə v i s i n d ə  t ə p ə l ə r i  3 +  2 / ,  7 +  2i v ə  5 +  4г n ö q t ə l ə r i n d ə  

o la n  i i ç b ı ı c a ğ ı  w m ü s t ə v i s i n d ə  t ə p ə l ə r i  0 ,  - 2 i  v ə  1 ~  i 
n ö q tw lo r in d u  o la n  o x ş a r  ü ç b u c a ğ a  ç e v i r ə n  x ə t t i  f u n k s i y a m  ta p m .

1 9 3 .  m i i s l o v i s i n d ə  | z - z | < 2  d a i r ə s i n i  w  m ü s t ə v i s i n d ə  | v v - 2 |< 4 -

d a ir ə s i ıu »  k e ı ; im n  e l ə  x ə t t i  ç e v i r m ə n i  t a p m  k i ,  о  b ir in c i  d a irər ı in  

i i f l iq i  d in m c i ı  mi ik in c i  d a ir ə n i n  ü f ı iq i  d i a m e t r i n ə  k e ç ir s in .

1 9 4 .  7 • Ur :* •. 3 ,  2 < I m z < 4  düzbucaqlısmm - 4 < R e w < 0 ,

-8 <  Imn п ılıı/.bucaqlısmainikasım tapın.
195. w -  / I t . f v ı r m ə s i  z a m a n ı  z  m ü s t ə v i s i n d ə  t ə p ə l ə r i  0 ,  3 v ə

2 i  n ö q t u l  и I * I ıt l.m ü ç b u c a ğ ın  w m ü s t ə v i s i n d ə  in ik a s  o l u n d u ğ u

o b la s t ı  tııpm

1 9 6 .  и- ' ' ' I '  ' VW ir m ə s i  z a m a n ı  z m ü s t ə v i s i n d ə  t ə p ə l ə r i  3 ,I I
5 + 2/ v»> ' ı  - һ 'ч | 1. | |> 1П 1кк) o la n  d ü z b u c a q l m m  w  m ü s t ə v i s i n d ə  

in ik a s  oltıınlıii'iı .>Ы *.11 1.11>m
1 9 7 .  / 1и н | 1п ıın I mi, |ü ) s in ə  k e ç i r ə n  v ə  t ə r p ə n m ə z  1 + 2/

n ö q t ə s i ı ı . ı  ıı iıilıl in i ı ın o ı ı i  la p ın  ( ə g ə r  w  = f ( z )  in ik a s ı  ü ç ü n

f ( z Q) . „ и 11 '"I "Hi ■ oik  hı z 0 n ö q t ə s i n ə  t ə r p ə n m ə z  n ö q t ə

d e y i l ir ) .
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198. Tutaq ki, w = -  inikasi verilmişdir. Bu inikas zamam
z

a )x 2 + y 2 = ax  çevrələr ailəsi;
b) у = x + b paralel düz xətlər dəstəsi hansı xətlərə çevriləcəklər?

199. w = -  inikası zamanı x = 0, > 0 şüaları, у  = 0,0 < x  < 2  parçası
z

və x  = 2 , y > 0  şüası ilə məhdudlaşmış G  çoxluğunun obrazını 
tapın.

200. w = ~  inikası zamanı x = 0,9 < у  < 1, у = 0,0 < x < 1 parçaiarı və
z

|z| = 1 dairəsi ilə məhdudlaşmış G çoxluğunun obrazmı tapm.

201. w = -  inikası zamanı о < arg z < — ,1 < |z| < 2 dairəvi halqanın
z  2

hissəsi olan G  çoxluğunun obrazını tapın.
202. z, =  i ,  z2 = 1, Z j  =  о д  nöqtələrini w ,  =  0, w 2 =  o o ,  w 3 =  1 -  /'
nöqtələrinə inikas etdirən kəsr-xətti funksiyam tapm.
203. (1;0),(0;1),(-1;0) nöqtələrini (~1;0),(0;0),(1;0) nöqtələrino 
inikas etdirən kəsr-xətti funksiyanı tapm.

204. w = z- - inikası zamanı о <<p<— inikas olunduğu oblastı
z  - 1  4

qurun.

205. w = — inikası zamanı |z|  = l çevrəsinin çevrildiyi çoxlıığu
z

tapm.

206. w = z + 2 inikası zamanı |z i l k l , I m z > 0  yarımçevrəsinin
iz +1

çevrildiyi oblastı tapm.

207. w  =  i —  inikası zamanı |z|<l dairəsinin çevrildiyi oblaslı
z  +  i

tapın.

208. w = inikası zamanı Im z> l yarımmüstəvisinin obrazını
z

tapın.
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209. и' ' ' inikasi zamanı mərkəzləri (-1;0) və (1;0)
:r I i

nöqU)hMnuk> və raidusları -Jİ olan çevrələrin kəsişmə oblastimn 
obrn/ını lapın.
2 1 0 .  /, 1 , 0  nöqtələrini l , o o , 2  nöqtələrinə keçirən kəsr-xətti
rı-\ıı ıımnin tərpənm əz nöqtəsini tapın (əgər w = f ( z )  inikası üçün
/ ( )  - z0 şərti ödənirsə, onda z 0 nöqtəsinə tərpənm əz nöqtə

deyilir).
2 11. w kəsr -xətti çevirmələrin köməyi ilə oblastlarm obrazlarmı 
tapın:

a) w = —  inikası zamanı 1<Ы <2 halqası;z  +  2
b) w = inikası zamanı |z| < l,|z - 1| < л/2 dairələnin kəsişməsi.

z + i
212. Aşağıdakı konform inikasları verən funksiyaları tapm:
a) Ы <•' 1 dairəsini Imw^O yarımmüstəvisinə elə inikas etdirsin ki,

z 1,;: /,;■ nöqtələri vv = l,w = 0,w = ~1 nöqtələrinə keçsin;
b) 1.1 1 duirəsini özünə elə inikas etdirsin ki, z = - l ,z  = ı,z = l

nöqtoluı i и. I,w = -j(4 + 3ı),vv = l nöqtələrinə keçsin.

213. I ı| •>. I' 8| < 16 oblastlarmı r < U < l  halqasma konform 

inikas ı-ı*l 11. hi lııııksiyanı qurun.
214. w(O) о и'(/ I) = oc, w(-\) = i şərtlərini ödəyən kəsr-xətti 
inikasi lapaı ,| I , Re z < 0 çoxluğunun obrazim qurun.

215. Y и s и I и 111 и I lilNt; ivinin vahid radiuslu dairəyə elə inikasmı 
qurun Kı. " 11‘ | “ I' -1,0,1 nöqtələrini dairənin 1,/,—1 
nöqtəlwııııv) к' *,и an
216. Valinl I ı<lm ı ı l.ın..m o/iinə keçirən elə çevirməni tapın ki, о 
1 vi>/1 I in" |i 'I  .........  1C•«(i.ısınə keçirsin.

217. ıv ' mil r ı  нити I |z|< 2  halqası hansı oblasta keçir?

218. w if fV  I ■ 1 'iıI innl ayası hansı şərtlər daxilində |z|<l 
1 » </

dairəsim \ u пн и пиши а. \ ц . |v irrər?
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219. О < Re z < 1, 0 < Im z < — düzbucaqlısmm w = e: inikası
2

zarnam nəyə çevrildiyini müəyyən cdin.
220. a) Re z > 0 , 0 < Imz < к  yarımzolağını |w\ < 1, lm w > 0 

yarımdairəsinə; b) 0 < Re z < 1, Im z > 0 yarımzolağım |w| < 1,

Im w > 0 yarımdairəsinə inikas etdirən çevirməni tapııı.
221. а) у  = x , y.=. x + h zolağmm; b) |z| = 2 , jz - 1| = 1 çevrəlinin

kəsişməsinin; v) |z| < 2, |z -  3| < 1 dairələri atılmış miistəvinin yuxarı 

Im w > 0 yarımmüstəvisinə inikasmı tapın.
222. Loqarifmik funksiyanm birqiymətli qanadmm inikası zamanı
a) z0 = 1 nöqtəsi w0 = 4т nöqtəsinə;

b) z0 = - i  nöqtəsi nöqtəsinə keçməsi halmda həqiqi

oxun mənfı hissəsi boyunca kəsiyi olan müstəvinin obrazmı tapm.
223. Loqarifmik funksiyanm birqiymətli qanadınm inikası zamanı 
Z(| — — 1 nöqtəsi w0 =m nöqtəsinə keçməsi halmda həqiqi oxun
müsbət hissəsi bovunca kəsiyi olan müstəvinin obrazmı tapm.

224. w = Inz inikası zamam 0 < a rg z < y  kvadrantınm hansı

oblasta keçdiyini tapm.

225. lnz funksiyasi 0 < a r g z < y ,  l< |z |< e  dairəvi halqasmm

hissəsi olan G obiastını hansı oblasta inikas etdirdiyini tapm.

226. о < arg(z -1 -  *') < — oblastmı Re w > 0 oblastma inikas etdirən

qüvvət funksiyasmi tapm.
227. w = z 2 funksiyasi vasitəsilə 0 < x < 1, 0<>^<1 kvadratını 
inikas etdirin.
228. w = z 2 funksiyasi vasitəsilə = parabolasıııı w
müstəvisinə inikas etdirin.
229. w = — z" funksiyasi vasitəsilə x + y  = 1 düz x;>u iпi w
miistəvisinə inikas etdirin.

МО. о аГр z < ~  kvadrantmı У <  1 dairəsinə konform ımkas 
2 11
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etdirən elə w funksiyasmi tapm ki, z = l + / , z = 0 nöqtələri uyğun 
olaraq w = 0, w = 1 nöqtələrinə keçsin.

231. 0 < argz < — sektorunu У < 1 dairəsinə birqiymətli konform
6

inikas etdirən w funksiyasmi tapm.
232. w — z 2 funksiyasmm у = 0,х2 -  у 2 = ху = l,x = 0, y 2- x 2 =l  
xətləri ilə məhdudlaşmış oblastı hansı oblasta inikas etdirdiyini 
tap in.

i f  1A233. Iz | = jR, argz = or polyar şəbəkənin w = — z + — funksiyasi
2 1 z )

vasitəsi ilə çevirməsini tapm.
234. a) | z | < Ä < l  dairəsini; b) | z | < l  dairəsini; v) l m z > 0

miislovisini Jukovski funksiyasi hansi oblasta inikas etdirir?
235. Jukovski funksiyasi vasitəsi ilə inikas zamanı aşağıdakı 
oblastlann obrazlarim tapm: a) Im z > 0, 1 < |z| < R yarımhalqasınm;

b) £ .. arg z < bucağınm.
4 4

236. w ' vo w = z 3 funksiyaları ilə inikasda z0 nöqtəsindən
çıxaıı istiqamnlin dönmə bucağmı (Ө) və gərilmə əmsalmı ( к )  
tapın.

1) z (J [;?.) :0 ; 3) z 0 =1 + г'; 4) z 0 = -3  + 4i .
4

237. Aşaf-,ul:ıl.I lunksiyalarla inikasda müstəvinin hansı hissəsi
sıxılır, hansı lıissosi gcnişlənir?

1) w = z 2 ; ?.) w I 2z ;  3) w= —; 4)  W = e z ; 5) w = ln(z - 1 ) .
z

238. Aşaftıdakı Iımksiyalarla inikasda müstəvinin hansı hissəsi
sıxılır, hansı һслом }»cnişlənir?

1) w = z 2; 2) и1 I ; 3) w = —; 4)  w = ez ; 5) w = ln(z - 1 ) .
z

239. Təpələri o,!./ ııoqi.ı brində olan üçbucağı təpolyri 0,2,1 + *
nöqtələrində ohııı ox^aı iiçbucağa inikas etdirən tam xətti 
çevirməni tapın.
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240. i nöqtəsini -  i nöqtəsinə çevirən və tərpənm əz 1 + 2i 
nöqtəsinə malik tam xətti çevirməni tapm.
241. Aşağıdakı inikasları yerinə yetirən tam xətti çevirmələri tapm.
1 )yuxarı yarımmüstəvinin özünə inikas etdirən; 2)yuxarı 
yarımmüstəvini aşağı yarımmüstəviyə keçirən; 3)yuxarı 
yarımmüstəvini sağ yarımmüstəviyə keçirən; 4) sağ 
yarımmüstəvini özünə keçirən.
242. Aşağıdakı inikasları yerinə yetirən tam xətti çevirmələri tapm.
1) 0 < х < 1  zolağını özünə inikas etdirən; 2) - 2 < ^ < 1  zolağmı
özünə inikas etdirən; 3) y = x və y  = x - 1 düz xətləri ilə
məhdııdlaşmış zolağı özünə inikas etdirən.

243. w = -  funksiyasi üçün aşağıdakı xətlərin:
z

1) x 2 + y 2 =ax çevrələr ailəsinin; 2) x 2 + y 2 = by çevrələr ailəsinin;
3) y  = x + b paralel düz xətlər dəstəsinin; 4) y  = kx düz xətlər 
dəstəsinin; 5) verilmiş zo * 0  nöqtəsindən keçən düz xətlər 

dəstəsinin; 6) у = x 2 parabolasmm obrazlarını tapm.
244. Aşağıdakı inikasların verilmiş oblastları hansı çoxluğa inikas 
etdirdiyini tapm.

1) w = L l i  inikası x > 0 ,y > 0  kvadrantım; 2) w = 2z- *■ inikası
z + i 2 + iz

\z\ < l,Im z > 0 yarımdariəsini; 3) w = - ^ — inikası 0<<p< —
1 1 z -1  4

2  1  ̂  1 * «
bucağını; 4) w = -----  inikası 0 < х < 1  zolağım; 5) w = ------  inikası

z z - 2

0 < x < 1 zolağını; 6) w inikası l < Ы < 2 halqasını.
z -1

245. a ) - l , ı , l  + / nöqtələrini uyğun olaraq 1) 0,2г,1 — г; 2) г,оо,1
nöqtələrinə çevirən kəsr-xətti çevirməni tapın.
Ь)-1,ос,г nöqtələrini uyğun olaraq 1) Щ  + *; 2) о о , / Д ; 3) 0,oo,l 
nöqtələrinə çevirən kəsr-xətti çevirməni tapın.
246. Aşağıdakı şərtləri ödəyən kəsr-xətti çevirmələri tapııı.
1)1 i nöqtələri tərpənməz, Onöqtəsi isə -1 nöqtəsirm kcı/ir;
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1 5 32 ) -  və 2 nöqtoləri tərpənməz, -  + - /  nöqtəsi isə oo nöqtəsinə

keçir;
3) i nöqtəsi ikiqat tərpənm əz, 1 nöqtəsi isə oo nöqtəsinə keçir;
4) -1,0,1 nöqtələri uyğun olaraq l,j,- l nöqtələrinə keçir.
247. Afjağıdakı inikasları yerinə yetirən kəsr- xətti çevirmələri 
tapııı.
I )yuxarı yarımmüstəvini özünə inikas etdirən; 2)yuxarı
yannm ıüstəvini aşağı yarımmüstəviyə inikas etdirən; 3) yuxarı
yarımmüstəvini sağ yarımmüstəviyə inikas etdirən.

248. w = — f z + — j Jukovski funksiyasi vasitəsilə jzl = R , arg z = a

polyar şəbəkənin çevirməsini tapm.

Jukovski funksiyasmm aşağıdakı çoxluqları249. w = ~ ' 1
Z  +  —

V Z2
hansı çoxluqlara inikas etdirdiyini tapm.
1) |z |< /г<1; 2) |z |> Ä > 1; 3) |z |< l; 4) |z |> l;  5) lm z > 0 ; 6) 

l m z < 0 ;  7) | z j< 1, l m z > 0 ;  8) | z | < 1, l m z < 0 ;  9) |z| > 1, l m z > 0 :

10) 1 < |z| < /?, lm z > 0 ; 11) /?<Jzj< l, lm z > 0 ; 12) — <\z\<R,  II II R I I
f

7T Л
Imz •(), Kcz > 0; 1 3 )  ö r< argz<  — + a

2 2
0 < а < П 

\ 2
250. Vcrilmiş inikasda verilmiş çoxluqların obrazlarını tapm. 

1) w  i. I I : и) Rez = 1; b) Imz = 1; v) D : ^ ez > ^
Imz > 1

2) w - «• 1 ’ 1 1 Rez -  Imz = 0 ;
3) w« Л- I I I II I;

4) w  ' п ) | I, I . b) |z - l |< 7 з ; v) ı< |z - l |< 7 з ;

w- к) Ini 0; b) Imz = 1; v) 0 < Rez< 1; q) 0< Im z<1;

w ' II) I ı b )  xuyııli ox.
3/ г
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CAVABLAR VƏ GÖSTƏRİŞLƏR

1. 1)3; 2)1; 3)7; 4 )7 2 ;  5)1; 6)7; 7 )VTT; 8) 1; 2. \ ) -  + 2жк, k e Z ;
2

2) — + 2я к ,  k e Z ;  3)/г + 2 я к ,  k e Z ;  4)2 я к ,  k e Z  ; 5 ) - л" + 2яЛ, 
4 2

k e Z ' ,  6 ) -  — + 2як, k e Z .  3. l ) z , + z 2 =3 + 7/,  z. • z2 = -22 + 7 / ; 
4

2)z, + z2 = 2 - 4 / , z, -z2 = -1,81-5,2/;  3)z, + z2 = - 8 - 1 0 / ,
Zj -z2 = 2 1 - 2 4 / ;  4 ) z , + z 2 =10,  z, - z2 =28; 5) z , + z 2 = 8 ,

2 , -z, = 1 9 -4 / .  4. 1) 3, £ ;  2) 2, я-; 3) V 2, £ ;  4) 4 İ ,
2 4 4

5)V 29, arctg I ; 6) л/29 , | ;  7) V 29, ж 8) л/29,

arctg — — я ; 9) |б|, — U --^ sg n /? ; 10)Va2 + 6 2 , <7 > 0 olduqda 
2 2 b 2

a r c t g  — ; а < 0  v ə  6  > 0  o l d u q d a  a r c t g -  +  я  ; а <  0 v ə  6  <  0  o ld ı ı  
д а

& г  1 \  z .
q d a  я г с / g  —  я  . 5. I ) z 2 -  z, =  - 2 / , —  =  - / ; 2 )  z 2 -  z, =  4  -  2 / ,

а  z,

22 = ı -  2 / ; 3) z 2 — z, = ı -  л/2  + (л/б -  л / з ) / , £ ı  = 7 2 ;  4 )z2 -  z, = 2*Jbt,

2 )  z, -  z. =  4  +  3 / , —  =  — + —/ .  6 .  I ) -  / ; 2 )  — / ; 3 )  — (l +  3 / ) ; 4 )  к

z ı I

£ 1  =  £ İ Z 6  +  W i  5 ) z 2 - z ,  = - 2 - 4 / ,  £ l  =  l l - l İ /
z, а 2 +/> а  +  A z, 2 9  29

3 7  . 1---
2 2

5 ) 1 1 - 1 / ;  6 )0 ; 7) - 2 / ;  8 )1  + 1 1 / ;  9)0; 10) 41 ,* ’' / ;
2 0  4  2 2 SO 50

1 П  2 2  5 . 10Ч ~ 0 . . .  104 18 173 — tlv 1Л I
1 1 )  / ;  1 2 )  3 8  +  4 l z ; 1 3 ) -------+  —  ь  7. a )  / ,

159 3 1 8  25 50  5 5

b ) 4 + i ; ; v )  - 1  +  /V T Ö ; q ) — / ; d )  i ; e ) - H ± H . 8 .  1) >)0
5 5 5 5 25
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11
9 .  1) 0; 2 ) -------- . 1 0 .  R e z ,  =  3 , I m z ,  =  - 2 ;  R e z ,  =  5 , I m z 2 = 0 ;

17

Rez, 0 ,1m z3 = - 3 ;  Rez4 = 1 ,Im z4 = 1. 12.1)2fcos— -  + i s i n ^ - ) ;

2) 2(cos;r + /sin ;r); 3)cos0 + /s in 0 ; 4 )cos — + isin —;
2 2

cv 471 . . 471 . ss. 471 . . 471
) )  cos - +  I  s i n  , O J  C O S  —  +  I  sin — ,

5 5 3 3

7) 2 c o s ^ f c o s l ^  + i sin ; 8) z = V jfc o s±  + isin * 1 ; 
9 V 9 9 J [ 6  6

71

m  Л , 4  4  ] .  t Пч З л  . . З п  .
' )  z =  5 co s  a r c t g  — + 1 sm  a r c t g  — j > 1W z  = c o s  f- i sm  —  ,

V 3 3 j  2 2

H ) z  =

- J l  sism

\ \ л  . .  П л -
c o s  +  z s m ------

20 20
1 3 .  I ) z  =  l =  c o s 0  + z 's in 0 ;

1 л/з . 4я- . . 4 л
~ ) z  = --------------1 = c o s  —  + 1 sin —

2 2 3 3

4) 1 S .  5 л  5 л  c s
 1 — c o s  + / sin ;
2 2 3 3

j ) z -"■= -(cosO + isinO);

3 n  . . 3 л  
I c o s  —  + 1 sm  —  • 

2 2

1 4 . 1 ) -  — +  2 ) 1 ;  ^ c o h .W *  ı 4 )  1 ' H i ;  5 )  -2 ;  6 )2 ;
16 16  6 4  6 4

7) z =  — J l ; 8 )  z 2 '  I , I 1) f  c o s  1 - i e 2 s m  1; 2 )  / ;
I я .6 n

3 ) - e  s i n 3  + ze7 c o s 3 . 16. I) •!«* (> ; 2)4<? 7 . 17. \ ) e 2m I;

2) 8ğ>~'4 = 4л/2 -  4 - J l i ; 3) (»!♦ *'" - 6 4 ; 4) е"'з = I  /  ̂.
2 ?

W 1 7з 1 .4~з. ~  / 2  v/- 1 — , I)  — I I
2 2 2

5) 21 e 2 = -2 7/ . 18. 1) 1,

V2 .V2 
2 +l 2

4) v8 + !’

2
1 1 - 1 

2

л/2 . v / 2 .
— , I _______

2
* -  5 

2

-  <11I'
N V  811

2ot 8 л
3) 2eT , 2 ( ',J , V

I ‘> III

i i a
I
■



1 I л/з .. л/з i
- —  ±  Z > ± -----------1—

2 2 2 2
- i ' ,  3) ± (1 + i) , ± (1 I),

2 2

/).

+ I - 1 V V 2 - O ;  7) ±(2 + 0 ; 8) (к = 0,1,2).

4 ) ± —  (л/з + О» ± — ( y İ 3 - i ) i ± ‘J2i ' ,  5) ± 1 ±  z', ±  —  (1
2 2 2

л/2 .. /f\ V2± —  ( i - о  6) ± j l _
2 2

9),  (к =0,1,2,3,4).  2 0 . 1 ) - 1  - / ;  .2) 0, -1, ^ ± - у i', 3) “2 > 11

4) ±  2 ,  ±  / ;  5) 2 - —i ; 6)0,  3 / ,  -  3 / ;  7) Ы , 6 е  А’ ,
2

8) %Ј2,( cos — + z' sin ) ,
V 12 12 '

%İ2 Ъл . . cos h z sin
4

Ц

Ц

МлЛ

щ

5л/2

17л- . .cos + zsm
12 12

9k . 9л  
cos —  + z sin —  

16 16
25л . . 2 5 л x

cos 1- z sin

9) V2 Г

3 л )

16 16

Л  . .  л  
cos — + z sm —
 ̂ 16 16

{  17л  . . Пл-cos + zsm-----
V 16 16

/  „  _  \  
Л  Л

cos — + zsm— 
15 15

(  1л  . . 1л
cos —  + z sm —  

V 15 15

\f2\ 

10) S/2

V z '

/
13л . . 13лЛ

cos + zsm
15 15

л/2; c o s -^ -  + z'sin-^^-1, V^fcos— + zsin / r ) ;  11)л/з +z, 2/,
^ 15 15

— л/ 3 + z, — л/3 — z,

v 3 3
• 2z, V3 — z. 21. cl) a*" — 2x + 4 — 0;

b) x 2 -  (2 + 5i)x -  6 + 4z = 0 . 22. a) * 2 + 20x + 200 = 0;
b)5x2 +14x + 13 = 0 . 23. a) x = l±2z'; b) x = 4 b ± i \

2JiK
v )  z = c o s (pk +  /  s i n  (pk , (pk = ----- , A  =  0,1,2,3,...,« - 1 ;  z =  0  .

n
24. a) z = 1 -  z ; b) z, = 5 + z, z2 = 3 + 2z; v) z, = I , z2 = 1, z3 = - z ; q)

Z l “ 1 ’  Z 2 , 3  =  ^ ( _  1 *  Z’ ^ ) ’  Z 4 . S  = ^ ( j  *  Z' ^ ) »  Z , = l  +  Z ,

z •> =  —  ( 6  +  3 z ) ,  c )  z  —  — 1- Z  5 i )  z I  —  0  ,  z 2  =  - 1 ,  2 3  ~  2 " 2 " 5
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I - ^ L i .  25. - l .  26. а) /
2 2 vл / г 'Т г

\ b )  л / з  +  i ,  —  1  +  z'-n/ З  ,

ч/з -  г , 1 -  гЧ/3 . 27. а) z = 6 + 17z, z = 6 + 8ı; b) Z| = l + | z ,

V )  Z ,  = 1 - , ' ,  z 2 = - l  +  i .  2 8 .  (3;4), (3;5), (4;4), (4;5).

29. (-2;-2), (-2;2). 30. l ) x 2 +4 = 0 ; 2) х2-2;с + 10 = 0;
t ) j 2+8х + 18 = 0. 31. 1)д: = 2, y  = 3; 2)* = - 4 ±V İ5, _y = 1;

12.1) x = -Je, у  = елје ; 2) = кл  + ̂ , у, = &;r -  ^ ,

\r2 = /стг — ~ , у 2 = кл  + , k e Z .  33.1 )x  = l, у  = -4  və ya

* = - 1 ,  у  =  - 4 ;  2 )  jc =  - 2 ,  у  =  - 2  v ə  y a  x  =  - 2 ,  y  =  2 ;  34. a)

2ijz |“ + (2r -  l)z + ( 2 i + 1 )z =  2 z ; b) z 2 -  z 2 +  2(1 + z')z -  2(1 -  i)z = 8z .

( Jöstəriş: x = - ( z  + z ) ,  y  = - ( z - z ) ,  \z\ = ,Jx2 +_y2 düsturlarından 
2 2z

istifadə edin. 35. W -  2 2 - 4 * 4  2 2
0 ; i ;  — 

2 2
4 ( ^ L .  Ü  0

4 4 ’ 2 J
bütün ııöqtələr ekvator üzərində yerləşir. Uzunluq dairəsi isə uyğun 

olaraq 0, л , ədədləridir. 36. Mərkəzi z = 0 nöqtəsində

və radiıısıı В л
I

2 4
olan çevrə. «Cənub» polyusa koordinat baş-

lanğıcı, «Şiıııal» polyusa isə -sonsuz uzaqlaşmış nöqtə uyğundur. 
37. a) Uzıınhıq dairəsi a  olan yarımmeridian; b) En dairəsi

P-2arc tgr   ̂ olnıı paralellər. 38. 1) Eyni paralcl üzərində dia­

metral əks nöqiokn; 2) Başlanğıc meridiana (başqa sözlə, uzunluq 
dairəsinin işamsiiK) ıınzurım fərqlənən) nəzərən qarşılıqlı simmet- 
rik nöqtələr; 3) Hkvııtoı nıüstəvisinə nəzərən qar\şılıqlı simmetrik 
nöqtələr. 39. z, 1. 41. Həqiqi oxa paralel olan diametr ətra-

fmda sferanm 180" dünmnsi zamanı. 42. İ)Şərq yarımkürə; 2)Qərb
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yanmkürə; 3) -  —< a < — -yarımkürəsi (a -u z u n lu q  dairəsidir); 
2 2

71'4) — < |а |< л - -yarımkürəsi; 5) Cənub yarımkürə; 6)Şimal yarımkii
2

rə. 43. 1) v = л* düz xətti; 2) Y- l ( y 2 _ i) parabolası; 3) у 0

şüası, л- > 0; 4) .ү- + y2 = 9 çevrəsi; 5) + y 2 = 4  çevrəsi ih>

4.Y + vV2 + 7 = 0 düz xəttinin kəsişmə nöqtələri: x = -  ^  ,
18

v - Г 7 v —± 4 v 2 j . ; 6) ; ( )■— ; nöqtəsi. 44. 1) mərkəzi f -3 - ;0 İ  n ö q  
18 i ' 3 j  l  3 J

4  3təsində və radiusu — olan çcvrə; 2) * = -  düz xəttindən sola ycrln
3 8

şon miistəvi hissəsi; 3) m ərkəzi (l;0) nöqtəsində və radiusu 10 olaıı

çcvrənin xarici; 4) .v2 + у 2 = 25 dairəsinin daxili; 5)mərkəzi z . „
nöqtasində V4-) radiusu R olan dairənin daxili; 6) mərkəzi z . „

nöqtosindo və radiusu R olan dairənin xarici; 7) m ərkəzi z

nöqtəsində və radiusu R olan çevrə; 8)fokusları z = ±2 nöqtələriıı

də və böyük varımoxu — olan ellips; 9) x = C düz xətti və orıdaıı
2

sağda ycrləşən yarımmüstəvi; 10) y  = C diiz xəttindən aşağıda yu 
ləşən yarımmüstəvi; 11) — 1 < у <0 zolağı; 12) x + y  = 1 diız x'oll 1
ilə məhdudlaşmış vt-) koordinat başlanğıcını özündə saxlayan yn 
nmmüstəvi; 13) г, və z, nöqtolərindən keçən düz xətt üzəriııd.» 
ycrləşən və z,-dan fərqli nöqlolor çoxluğu; 14) diamctri z, vo . 
nöqtələrindən kcçən və г2чк)П fərqli nöq- 

tolər çoxluğu olan çcvi4); 15) | - /: = V2 və 

|г + /I = 42 çcv'rwlwrinin iimumi hissəsindən

ba^qa qalan daxiii hissəsi. 45. a) 3), 5), 6); 
b) 2), 8), 9). 46. I ) Re z = -1 ( v = - l )  diiz 
xətti; 2) mərkəzi - (1 (2;— 1) nöqtosində və
radiusu R -  2 olan dairənin xarici; 3)
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R ez> -3  sağ yarımmüstəvi; 4) DC parçası (şəkil 58); 5) AD 
qövsii (şəkil 58). 47. 1) x = l , - 2 < y < 0  düz xətt parçası; 2) у x 2 
parabolası; 3) у = x 2 parabolasınınm iki dəfə dolanmaqla sağ tərəfı; 
•I) markəzi z = 0 nöqtəsində və radiusu a olan çcvrənin sol yarım-

lıissəsi; 5) y = — parabolasının iiçüncü kvadranta ycrləşən qanadı;
x

()) mərkəzi z = 0 nöqtəsində və radiusu 1 olan çevrənin yuxarı ya- 
i'inıhissəsi; 7) mərkəzi z -  0 nöqtəsində və radiusu 1 olan çevrənin 
birinci kvadranta yerləşən yarımhissəsi; 8) x = a(t — sin/ ) ,
v u{ 1-cos/) sikloidi; 9) x = a t - h s \ n t , y  = a - b cost siklodinin bi- 

linci uzun (a < b ) ,  qısa ( u > b ) və ya ( a —b) qövsii; 48. I) 1; 2)
co sl+ ıs in l; 3) -1; 4) 1 + 2/; 5) 2/; 6) ü; 7) 1 +/<?. 49. 1) -12; 2)

/ 1 \ 2 Q
4 I- 4 / . 50. 1)л'у = -1 hiperbola; 2) (* + l)2 + у —  = — çevrəsi;

V 2 ) 4

{  9  Y  f  з  V

+  л ?  - 2 \ x -  ' 2
3)—i------ L — -  1 -hiperbola; 4)  ̂ у  _ ı -cllips;

9 9 9 9
4 2

S) \ I v 1-çevrə; 6) [z,;z,] parçasına pcrpendikulyar və onun
/  ч 2

oitusmdau keçən düz xətt; 7)1 x — j - у г - --h iperbola;
v 2)  4

К) j ’> i l  parabola. 51.1 )a) 1 + 4 / ; b) 4 + 9/; 2) а) ! п + / ) ;
2

b) 1 I 1) / ; 4 ) - 18 + 5/4/3. 52. a) - e ’ \ b )<?/;
1 l

\ )« ' I '-  I Mil) I / si n(sin 1)); q) cos e + / sin e ■

s i  I) I I . + 2 ) / ' ( - / )  = - — (1 - / ) ;  3) - 6*'sin 2  ;
{ 2 2 j  2

I) tnlv/-I 11 1 (») 1. 54.1) w = ex "r  cos2xy , v = ел 1 sin 2xy ;

') и , il h i I i u ir ) ,  v ■ e' (ycosy + л: sin y ) ;

4// * |i > I il I •’ )(ro i \ 2xy(e'y - e> )sin a],
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v = l [ ( x 2 - y 2)(e y -  ey)(sinx + 2xy(e y + e>')cosjt];

4) и = 2 sin 2x(2 cos 2x + e~2y + e2y) ' ,

V = ( e - > <  -  е ф с о *  2x + ^  + « * )-■. 55. 1) - 0 ;
2cos2 + e2 + e 2 

4 e~4 - i  sin 2 . И\ 40 + 9i2)~[(e + e_l)cos2 + / ( e - e _l)sin2]; 3) f  t  -.sm ; 4)
2 e +e -co s  2 41

56. 1) cos2c/zl -zsin  2sh\ ; 2) zs7*2; 3) s*n ^— 4) 5 -İİ5 İ;
2(cos 2 + 5/2I) 17

c \ sh4 — İ Sin 2 s"\ 40 + 9İ 1 ч j-. р. \ 2 25) ; 6) — —  • 57. 1) R e f ( z ) = x 2- y 2+ y ,
ch4 -  cos 2 41

im /(z )  = 2xy + * ; 2) R e / ( z ) = - — - — — , I m / ( z ) -  2 7
x“ +(_y-2) a + ( y - 2 ) 2

58. 1) ln4 + 2 k in ,  (2Ä: + l)z^r , i n ‘,2 )  ^2k + ^ j i n  , У)^2к ±-Ç\ in '■>

4) ^ ln l3  + ^2Ъг -  arctg ■Çji, I l n l 3  + (̂2A: + \)n -  arctg ;

5) In 2 + / 2nk + —1; 6) -  In 2 -  — i ; 7) 1 + / 2nk + —1; 8) z(2/afc + a ) .
I  6 j  2 4 V 2 j

59. 1) Z = I ± ? ^ ;  2) z = 3<1 + w >. 60. 1) / ( z 0) = l;
w  w - 2

2 ) /(z 0) = j ( l  + 3z); 3) y(z0) — 5-3* ;4 ) / ( Zo) = | _ | , - ; 6 1 .  1) həqi-

qi oxun obrazı həqiqi ox, xəyali oxun obrazı isə xəyali oxdur;
2)həqiqi oxun obrazı xəyali ox, xəyali oxun obrazı isə həqiqi ox-

1 .
w — + 1 

2
çevrəsi, xəyali oxun ob-dur; 3) həqiqi oxun obrazi

razı isə 2 u - v  = 2 düz xəttidir. 62. 1) z = l budaqlanma nöqtəsi, 

2 - i  isə budaqlanm nöqtəsi deyil. 63. 1) sin2, - n  1 ' ; 2) s h l ,

I * ; 3) £ ,  * + 1 .6 4 . 1) 2V2 , ^  + 2; 2)2; 2. 65. 1) ул  2{х’ у2); 
2 3 2

МО



2) - у -  У . 66. 1), 2) ancaq zo =0 nöqtəsində diferensialla-
X  + y

nandır; 3), 4) heç bir nöqtədə diferensiallanan deyil. 67. 1) Koşi-

Riman şərtləri ödənir: u =v  = ~y  ~ x— , и = - v  = ------ ^ ___ ;
v '  (*2+ / ) 2 v f (*2 + / ) 2

2) ux = 2 x , vy = -2  , uy -  vv = 0 olduğundan Koşi-Riman şərtləri

x = - \  düz xətti üzərində ödənir. 68. f ' { z )  = 3z2.

6 9 .1 ) / '( - l  + i') = -6 ;  2) f ' ( i )  = - 2 e i ; 3) у  (-1 + ;
e

4 ) / '( l )  = -2(1 + 0  '. 70. 1) v(x,y) = 2xy + 2y + c , J'(z) = z 2 +2z + ci',
2) v(x, y) = 2xy -  y  + с , / ( z )  = z2 -  2 + ci ;

3)v(x,y) = 2 x y - x  + 5 y — . X ■ + c , /'(2) z2 +(5 i ) z - -  + c i ;
Jt + _y 2

4 ) v(x,>>) = e 'Xycosjy  + xsiıı у )  I Зл^у y '  ı \ ı 2cos .*W/y ı r ,

/ ( 2 ) =  2 6 +  2г COS 2  +  2'1 -  /2 I (7 . 71. I) /У ( \ , v )  A - y  +  C ,

/ ( 2 )  =  (1 +  i ) z  +  с ; - ) u { * , y )  )  a rc tg   ̂ - y - 2 x  + c ,
A

/ ( 2) = 2 / ln 2 + /2 — 22 + 61; ' ) i/( n. г ) 2лтч-----—— — + c ,
2(a + _y )

/ ( z )  = —  + /22 + 3 /  -I-с • 72.  l ) / / ( \ , v )  Зл'2у  + 6x y 2 - 2 x 3 - y 3,
2 2

/ ( z )  = ( l - 2 i ) z 3 ; ,.) , - T + | >  / ( r )  = £ f i ;
I I /  2 2 2

3) v(x,j;) = - •  T  V , .1 i \ . / ( 2) = -  + 2 / z - l - 2 z ;
X I Г 2

4)м = <?•'"(* сок у I i'miu ) ı \ г ı I , / ( 2) -  zez + (l + z)z + l ;
2 j

5) v = 2jcy I ' ( ■ /{.-) (I - -)z2 ; 6 ) v  =  2 ,v sin(y In 2) — z ,

/ И  = 2 I I / 1, 1 , , - 4 ^ — r ,  / ( z ) =  ' '
(x + 1)2 + y 2 " 2 + 1

8)l)v(x,w) '* 1 г . /(•') 2 + /23. 73. Koşi-Riman şərtləri
ixtiyari noqluht « Wl o ı ı i ı : I )  / =  З е 2 г (1 +  22); 2 ) / ' ( 2) = -sin(z +  2 z ) .

221



7 4 .  K o ş i - R i m a n  ş ə r t l ə r i  i x t i y a r i  n ö q t ə d ə  ö d ə n i r :  1 )  / ' ( 2 )=~ —  + c \
z~

2 ) f'{z) = z-e,:+c\ 3) f (z )  = iz + -  + c; 4) f ( z )  = iz-eı:+c \
z

5 )  f ( z )  =  Z + -- +  C '■> 6 )  / ( z )  =  z s i n z  +  c  . 7 5 ,  1 ) ± < ?  ‘‘ ( л:S İn  X +  J 'C O S A ')  +  С ;

/
2) ±| Л-+ -—v — | + c; 3) ± у — - L — \ + c ; 4) + |А + -- -У ~ U c

{  X ' + y )  {  X - + y - J  'v Ar + y )

76. l )c = !,/? = - a ; f ( z )  = (1 -  cıi)z; 2) а = 6 = -1 ; / ( z )  = e': . 77. Fıın-

ksiya 0 < argz < —, / r < a r g z < ^  olduqda analitikdir ( / '(z )  = z ’ ) 
4 4

və — < argz < ^  ^  < argz < ^ -  olduqda analitikdir ( / ( z )  = - z 2 ) 

78. 1 )var; 2) var; 3) yoxdur. 79. 1) / ( z )  = e/ez V ;  2) f ( z )  = eiae i

3) f ( z )  = A e 2 ; 4) / ( z )  = ixtiyari həqiqi, Л - i s ə  ixtiynıı

müsbcU sabitdir). 80. 1 ) - - 1 ;  2 )—(2 + тп); 3) — ( 1 ı / ).
е е  3

1 7Г 1
4)(1 - c o s l  - s in l )  + /(cosl - s i n l ) ;  5) — ln 2 н—  / ; 6)1 + —

2 4 2

7) - 9 / .  81. 1) 1 + 0,5/; 2) 2m \ 3) 2 ( / - l ) ;  4) 5) 0; 6)'.»/

7)а)4лг; b) 0 ; v) Юл?; 8) a) /; b) 0,5(—1 + / ) ; v)-^=-ln(3 1 .4 ' 11 

9)a) 0 ; b) -16л-; v) ш ; 10) - ш ;  11) 0,5 + /; 12)0; П И '// 

83. а) 2m;  b) у / .  84. a) -2 л г ;  b) 0 ; v) n

) — — ; с) 2л/. 85. l)a) və b) halinda
2 If»

2л<?"2 2m(\ + i) j  . 2m . _2 , .
Ü ’ b )  — ( 4  +  3 0 ;  V )  ;  q )  "  1 '  ' »

i ) f :; b )  -
7Г

3 3

/ 2 4 106
■V

i  5 25 ; у



4 ж
3) 4) 0; 5) -  i(e’ +1); 6)а) 2 + ;;  b} — . 7) а) 0; Ь)яг-<Г.

Нб.а)/, = - - ( 1  + /), / ,  = ! + / ;  Ь) / , = - - ( 1  + 0 ,  / ,= ^ ( 1 + ( ) .

К7.а)0; b)0; v)0; q)0. 88. 1) / , = 2  + / ,  / ,  = 1 + ^ ;  2) Л = у ,

/. - - ; 3) /, = inR1 , / ,  = -тгЯ2 .8 9 . 1) №  ) - - ] ;  2) 2; 3) 2 İ ;
2 V 2у

1)0 9 0 .  т .  91. — . 9 2 .  I) п Ф — \ o ld u q d a  —— [ ( - 1  )"+| - 1],
3 п  + 1

// 1 o ld u q d a  т  ; 2 )  v ə  3 ) / /  Ф - 1  o ld u q d a  0 ,  /? =  - !  o l d u q d a  2 т .
‘М. Ə gv  >r С  k o n tu r u  0  n ö q t ə s i n i  ö z  d a x i l i n ə  a l ır sa ,  1 v ə  -1 n ö q t ə l ə -

ı ı ı ı ı  i s a  a lm ır s a ,  o n d a  in teq ra l  — 2 tz7'-dir; ə g ə r  С  k o n tu r u  1 v ə  y a  -1

ıuk|K>U)rindən a n c a q  b ir in i  ö z  d a x i l i n ə  a l ır sa  v ə  0  n ö q t ə s i n i  i s ə  a l-

ıııırsa, onda inteqral я г-dir. Deməli, inteqral aşağıdakı beş müxtəlif
. . . . . .  . m  s i n a

ı| iyiTU)tu)n a la  b ı l ə r :  -  2 m : - m ; 0 ; m \ 2 m  . 9 4 .  1) —  ; 2 )  --------- ;
2 a

»).■"(! ' f x / 2 ) .  9 5 .  1)1; 2 )  3 )  9 6 .1  )a )  / ,  =  - i ( l  +  / ) ,

/. 1 I / b) / |=  _ !(!  + /), / 2=I(1  + /); 2)-i(e'r +\); 3) 1 / ;  4 ) 0 .

•>7 1 ) (I 'i /'■ 9 8 .  1 ) m ü t l ə q  y ığ ı l ı r ;  2 ) m ü t l ə q  y ığ ı l ı r ;  3 )d a ğ ı l ı r ;

lı  ıj'.ılıı I ■ \ k n  o ld u q d a  y ığ ı l ı r ,  с р - 2 к к  o l d u q d a  ı s ə  d ağ ıl ır ;

1 *)s 11 11 и )• l.ı' • 11 ır; 8 )  d a ğ ı l ır ;  9 ) m ü t l ə q  y ığ ı l ı r ;  9 9 .  l ) d a ğ ı l ır ;  

"I 1 ılıı <)dağılır; 4 )  şər t i  y ığ ı l ı r ;  5 )d a ğ ı l ı r ;  6 )  m ü t l ə q  y ı ğ ı -

Kill - ' " I "  . v) 2 ;q )  I .  101. l)Ä  = e ; 2) « = _ ;  3) « = I
e 2 3

w+ı

У• t Ним tlaimsi; 4) R = J 3 və |z|< V3 yığılma dairəsi; 

I lf <•! ,l I, / ) Л’ /2 ;  8) R = 0; 9) R = 1; 10) R = 1;

223



ll)/<  1 ; 12) it 13)д  = .|
4 е

а <\

1 II 14) *  = ^j ä i ’ W > 1  3
z - 1 <

15) R / з ;  |г| < л/з . 16) R = V2 ; 17) Л = 1; 18) Я = V2 ; 19) Я = 0. 

102. 1) Я = оо, bütün müstəvi; 2) /? = 0, z = 0 nöqtəsi; 3) R = J 2 , 

|z /| • л/2 . 4) jz+ zj <1; 5) |zj < 1; 6)|z + l + гј <1; 7)|zj< 1 ;  8) Rez < -1

yarımmüstəvisi; 9) həqiqi ox; 10) z = 0,±l,±2,... nöqtələrindən baş- 

qa bütün müstəvi; 1l ) i < |z |< i ;  12) |z |> l;  13) |z |< l.  14) |z |> l;

15) |z| < 1; 16) |z| = 1 çevrəsindən başqa bütün miistəvi. 17) |z  + 2i\ < 1;

18) | z | < ^ 3 ;  19) |z —1' |< 3 ; 20) | z | < l ;  21) z e £  kompleks ədədlər 

çoxluğu; 2 2 ) | z + z'|< л / 2 ; 23)  | z - z | > 3 ;  24)  R.ez + I m z < 0 ;

25) |z  + zj> l ;  26)  |z + zj > 2 ;  27)  z g E ;  28)  R e z < - l n 2 ;

29) 2 < |z + ıj < 3; 30) — < jz + 1| < - ; 31) |z +1 -  z| < 2; 32) _ 5 _i_ 
Z 2 4

33) Iz- / ! < - ;  34)z = -z' nöqtosindun başqa biitün müstəvi; 
1 1 3

3 5 ) 2 < | z j < 3 ;  36) |z -  2zj < |z + ıj. 103. I) R c\ 2) R = V, 3) R = 1;

1, И* 1
I /) R = — j z -  / 

3 1 1
1

1 1 1 И ' 'M
8)/? = л/з ; Ы <л/3. 9) R ■ \Ј2 ; 10) R ft = л/2 ; 12) R  = 0 .  

olduqda , Iz0| > 1»04. 1) Ä ; 2) y ;  3) oo;4)0; 5) Л4; (>) | / (J| 

oldııqda isə — . 105. \) R • min( r,, /•,); 2) R : r,r2; 3) Я >  — .
К | Г2

!()(>. I) bütün nöqtələrdo dııf’ilır; 2) z I lujqtusmdən başqa hər 
ycıdo yığılır (mütləq yox); 3) miilloq yığılır; 4) z I nÖqtəsindən
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2 km

başqa hər yerdə yığılır (mütləq yox); 5) z = e p ( k  -  0 , 1 , - 1 )
1 -4 - * /  ̂

nöqtəsindən başqa hər yerdə yığılır (mütləq yox); 6) z = —^ —  

və z = - l  nöqtəsindən başqa hər yerdə yığılır (mütləq yox);
'л 2 n 00 2 /!-*•'Z „  _  Z

7)mütləq yığılır. 107. 1) Ä = o°; 2) £
„=о(2л)1 «-о (2и +1)!

СГЈ

3) S ( - l )
2 2 «  — 1 2 /2  -j СО ^ Z n —lz „ х-л 2 z

n= 0

oo 2̂и-1 2л
, tf =  o o ; 4 ) -  +  Y -  — , Я =  оо;

(2/t)! 2 Й  (2«)!

« = 1,2,..., Ä = У  ; 6)

, burada 

1 + /

vO ;
= ı ,

f a s 

кп ,

cc _  a ( a  -1  )...{a - n  + 1) 
n m

1 + ~ + Е н ) * " - -Z I n=2

1 • 3...(2// -  3) Г z 
2 - 4 ...2/? /

» /7Л7”

к=0 .«+1
; 8) i)  ' у ^ ?Г г ( ^ з / Г г „ 

() £  I I"
.2/1 + 1

Л = 1; 9) £ ( - i ) * ( „ - i ) * * ,  R l. М» l Y ^ — . R = 1;
/1-0 2/? +1/j = 2

, A' I I OS. I)  f__
2 " J n  (1 -  z)2

; 2 ) - l n ( l - z ) ;

z < 2 ; 6)
1 -  z

■; \z\< l ;

1 1 )1 п 2 - јГ  I-
//*1 \

3 ) I i n l ± i ;  4)
2 1 -  z

7 )—2 L _ .;8 )  ' . ‘0  109. 1)|z -  г1 < i ; 2) z = i nöqtə-
(3 -  z) (I . ) ( l)J 1 1 3

sindən başqa kompb-lv. miistevinin bütün nöqtələri.
1 1 1 ./(z ) = / + 5(z - / )  !()/(, / ) ’ !()(;: z)3 +5z(z-z)4 + (z - i ) 5.

112. a)lnz = £ ( - l ) ” l l - "  . I 1|<1; b) |z |< да;
/7=1 n ,,=i 0  + 1)!

oc ^  ^ ) 2 / i + l  л  л

v) V  —  z2"+2, fzl < oo . i n .  ;i)V  ( - ! ) * £ £ . ,  R
ti(2n+]y.  11 v m
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b ) V  [ ( 2 - 3 / r - ( 2  + 3 /)* ]^ r .Ä  = Vİ3; v) јГ (_ 1)”( „ - 1)2»
V п-1 * 3 и=2

, R = 1.

/ı oo _2/)+l2 n 1 . u\ 2114.a)  1ц 2  У (l-ı- 2  , R = l ;  Ь ) 2 У - ----- , R = 1;
«-I Л ^  2 w  + 1

v ) ^ ( - l ) " -------------— -------, Я =  оо. 1 1 5 .  а)1  +  2У ( - 1 Г ' 1 ^ 1
Һ  (2и + 1)!(2и + 1) 3 £ f  3"+1

л = з ;

b ) l y  . <Z::İI" . . . ,д  = 2 ; v )  1  + У ( - 1) » (” ~ 3 Xz ~ 1>, f , r  = 2 . 
4 S 2"4<'*(-   4 f ;  2'*2

U 6.a)ln2 + | ] ( - l ) " - , f c ' i l " _ ,  Ä = 2 .
я2Л/?=!

/  « \
1 1 7 .  a ) i y  I — !— + — !— Л \  \z\<J2  

2 S U l - / r '  (1 +!')"”' /

b> + H < i ;  v) £ £ £ £ - ,  |zj< 2 ;
O /J  + l 1 1  /1Л

л=0 V У /1=0 4

q ) ^ ( - l ) V +l22”+' , |г| < 1 . 118. / ( z )  = - f y .
и=0 «=-1

1 1 9 .  / ( z )  =  - ! i -  +  Ј 2 -  + 24 +  8 (z  -  2) + ( z  -  2)! .
(z -  2) z -  2

12°- »>/(*) 4 t 4 « -  X  Ç  ; b ) / (z )  i  . « < 0
J  / / = 1  z  1 "  II 0  н  y  /) =  - « 5

olduqda an = 1, n > 0 olduqda r/ ^  J /  ;

v) / ( z )  = - S [ 1 + (3«-7)4" Ч : *21- 0  1» г  = | ]  — -  f e z i L
9 „ = 1 /1=1 П

VI ( 1 у * .11
jz -1|с  1; 2) h i , ! - г .  V  ' ' -  , |z|• i ;

11=1 M
»  /  o \ - b ı  'К / 1 \ Л + 1 /  2 /1-1. „ ^ ( -  l ) " ( z - 2 ) - ' "  , ^  (~\)n+\ z  -  2 )

’) sııı ;r sın 2  ■ )  -— —   ıc.os 2  • >     --
S  (2 n ) !  ( 2 « - 1 ) !

4),. V 1' (zZ ^ ,  Ä =oo; 5) ln(l + 2) = 1пЗ+У  t ü — (z -  2)",
ITÄ и! S  п-Ъп
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-2 |< 3 122. 1)
z-i- 2 

z 2 - 2 z - 3 ‘ S i  < 1 Г ' з-

2). z + 2
,  = У" —— -  5)-(^ -  O'7 -z -  2z -  3 2 J J

123.1)1 + 2 Ј ; ( - 1 Г ^ ^ 1 ,  R = 3;
 ̂ л=о 3

2) 7 S ^ r - k z - i ) l , + (z - i )to*lL R = 2 ’

n (п 3)(z 1)_ R — 2'  4) ~
«=0 ^ 23 )4 + İ| ( 4  2"+2

r n

/1=0

3

v«y

Ä = l ;  5) f > l ) / i + t ( z - 1 ) ”

2

4) 1 + z + z 2 

125. 1) J L
1 -  z

3) ch3z -  У
Һ  (2л)!

5) sm2z = X

/ı=! n

. 1) 1 + 2 Z4 Z + —
3

V  + 5 
: 6

z" -  -  ; 
4

> 5 3 ' H—  z
6

- i * .
8

*
w

i
II , И < 1

9«z 2« 8II

OU

, Ä = 1; 6) X
sin(l + m  / 2)

(z -1 ) 2/i
/ı=0

Z Z

T  96
+ ...;

> 1 . z 2 2z3 9z52 5) Z + — + ----- (-------- K ...
2! 3! 5!

4~~* //!M II
( I \/г+1 n 2n-!
V ^  Z  _  2/f />, «  - i; <J) —  = I « V , | z | < l  = s ;

и=1 (2л)! I -az Z o  N
1 00 r r n I 00

7> r ^ = I ^ p H < M = * : « >  „  - , - = 2 > + i ) z ” ,H < i ;U z j „=0

9 ) ± İ Z İ  5 У
z + 2

f l - z  ZZ a
2 z - l  Ĉ H _ T V  _ 1 

2"+1 2

1 1 1



10) 2%J Z İ t ? = | - 4 z  + 9 X (~ 1 ) V

11)

12)

z  +  2  2  4

2 _ 1 ^
z2 - 2 z  + 2 ” 2 ~

>л + 1
, Ы < 2 ;

/ı=2

1 1 
+  ■

(1 -0  0 + 0
л -1 г  » \z\ < V2

z +1
(z _ 1) (z + 2) 9 ^

= £  (ш + 5 + (-D
n+\ ^

z " ) z < 1;

13) = |z |< 2 ; 14) _ L _  = £ ( _ ! ) . И< 1 .
Z — * /7=04  +  Z2 £  4"

1 ^ f z Y  2"

«=0
126. 1) |z |< 2  olduqda — ol duqda

2 „=o v 2  у

/ _ n *  «  f и  +  f c - l
2 ) Н < Н  olduqda

. « + 1  5

Л/ \n 
Z

z\ > \a\ olduqda

1_А Ги + * - 1 Ү а Ү

п=О к - 1 J \ z )

1 "
; 3) |z |< l  olduqda -  + ^ z "  ; 0 < | z - l |< l

«=0

o ld u q d a  —  + У  (—l)"(z — l) " ; |z| > 1 olduqda - ј ^ - у
z  - 1  „=0 n-2

1 CO rn+\ _ n+\
4) \z\<\a\ olduqda  X  77+\ z " » 0 < |z - a |< |& - a |  oldu­

qda

1

a -  b

b - a ^ o  b"+'a'1+] 

1 ^  ( z - a ) "
+Zz - a  n=0 (b -  я) H+l

- 1 1 -  - j — ' H < N < H oldu4da

z| > \a\ olduqda

( n n \z a 
+

b - a n=2 

5) 0 < |z -  2İ < >/5 olduqda

n=о V
T n+1 я+1b z J

+ £ < - l Г ^ Ш ?  ( г - 2 ) * ,
2 - 2  S '  ' 5

1 < |z| < 2 olduqda 2]Г  (-1)" -- -  ^
x z„

^ 2 n+l 5
«=0
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(>) О I /I Л olduqda

+ I
(и + 3)i" ( z - i )*

4(. I )  4 ( 2  - / ) '  3  2

1 olllmlda Е Н Г ~ ;

«+4

/;=)

I • |/»| olduqda ±

' 1 '

z - U a + b )  + Y ^ f
/ı = l 2

(n I) = (-1)” 2
1 Y i

bn+1 2
U " 1

/

A*

ı Y i
/T V + .. .+

n

« n » r  00 
|::| > 1 olduqda £  (-1)" ; 8) £-= *• + ]Tc,,z" , burada

»-0

(-1  Yi
42 + 2

n  Y  i l  
2

vw + m ,v ,. ,

О 
' II

fe
j-

' + £
/M* l

1

2

2

2  m

ч т  у

1 00 1
9) ()< |z |<oo olduqda — + z + 22 + V - -------------; 10) 0 - I. l| oo

2 ^ { n  + 2\)z"
oo 1 1 СЖ)

olduqda ^ ( - 1 ) ” - -   |z |> l olduqda 1 - - + ] [ / . '  " , bura-
n = 0  n \ Z  1)

da с = _ı + y l _ ü _
-n Z-f //„ , 1\1 7,

4* /

/I 2

(Л + 1)!
Л+1 л2к-\

c° s ı + у
к — I

olduqda
<f)

( z - l )  + 2 + £

(—1) 4 s in l  (—1) 4 cosl
+

(2/c -  l)!(z -  2)4k~2 (2k)\(z  -  2)

« = 1,2,3,...; 11) 0 < |z — 2| • fo olduqda

; 12) 0 - I;: 11 < oo
4/t

A 1

(-1 )*~'[l/(2fc -l)!+ l/(2fc + l)!] 2( l / ____
( z - 1 ) 2* '1 + (2k I l ) ! ( z - l ) 2*
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13) İ X z " + f X „z " ’ burada c. = C- » = X ,„  1 , s , ' « = o.ı,2Д...;
».ı T*k\{n + k)\н=0

14) Z c2„z2” + X ^ 2„z-2” burada
n=0

С2и “ C-2n = (-Dİ
1

^  (2£ + 1)!(2л + 2& +1)!

sin 1 +
ятг

15) 0  < |z - 1 | < со olduqda -  ]ЈГ z| > 1 olduqda

127. 1) bəli;

Го n \ ( z - \ y
cosl s in l - 2 c o s l  6 s in l-5 c o s l

-  sin 1--------- h-----------г------+ ----------- 7-------+ ...
z 2!z 3!z

2)bəli; 3) xeyr, z = 1 nöqtəsi izolə edilmiş məxsusi nöqtə deyil;
4)xeyr; 5) xeyr; 6) хеуг; 7) xeyr; 8) xeyr, z = 0 nöqtəsini daxilinə
alan istənilən halqada funksiya kəsilm əz deyil; 9) xeyr; 10) bəli;
11) əgər, a  -  tam ədəddirsə, bəli, qalan hallarda xeyr. 128. l)xeyr;
2) bəli, hər iki budağm ayrılışı var; 3) xeyr; 4) bəli, hər iiç budağm
ayrılışı var; 5) xeyr; 6) iki budağm (dörd budaqdan) ayrılışı var;
7)xeyr; 8) хеуг; 9) xeyr; 10) bəli, hər bir altı budağın ayrılışı var;

11) xeyr. 129. 1) а)1 + J ] 1 Н У
зл

z \  z < 1;

Ь) '< И < 3 ;  V) ı + X ( ( - i ) " 3 " - ı ) 4 r ,

z| > 3; 2) а )]Г
п = 1

/,1 -3 ( -1 )* л
2"

(z +1)" , |z + l |< 2 ;

/ı=l

3 ) a ) Z
! n+1

, 0 < jz —1| < 4

I XT' (z ^  ^  Л  I s\ л
b ) L  - 7 5 Г -  +  - --------------- °  • " 1 3 | < 4 -4 z + 3
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130- Е " : У -  (z + l ) " + l - —  Х— , 0 < |z -  l |< 4 .2 4z-l (Z-1)2 1 1
131' Z!"T’ N > 1; 2) jC"(z + 2i)"’ !z + 2гј < 1; 3) ј̂ и

/1=1 2 я=1 /ı=| /ı+l ’3

|z |< 3 . 132. 1) a ) ^ r ,+!« ( z - / ) ”4 , |z - z j < l ;  b)z~2, |z |> 0 ;
и=1

2)a) — -  — + , |z |< 1; b) £ r ( / ı  + ^ ) ( z - 0 \  | z - i | < l ;
Z Z  /ı=0 /г=0 V 2  )

то /  1 4 / 1 + 1  - и   -j <x>

ү) ■ W > ! i  Ч)  7 + I ‘ "+' ( - ! ) " ( »  + 2)(z + /)” ,
/1=2 2  Z  “b  i  w= q

0 < |z + /j < 1. 133. a) z = ктг nöqtələri funksiyanm sadə sıfırlarıdır;

b )  2  = 1 nöqtəsi dördüncü tərtib sıfırdır; v ) z  = 1 nöqtəsi birinci tər- 
tib polyusdur; q) z  = я  aradan qaldirila bilən məxsusi nöqtədir. 
134. a) z = 0 ıki tərtibli polyusdur, z kn  nöqtolori funksiyanm 3 
tərtibli polyuslarıdır; b) z  2  nöqtəsi birinci tərtib polyus, z  = 1 
ikitərtibli polyusdur; v )  z  1 nöqtəsi sadə polyusdur, z  = 2  nöqtə- 
si üç tərtibli polyusdur. 135. a) z  = 1 üç tərtibli polyusdur, z  = 0 və 
z  = -1 bir tərtibli polyuslardır; b) z = kn  nöqtələri funksiyanm sadə 

J 2
polyuslardır; v)z = ± —  (/ -1) nöqtələri üç tərtibli polyuslardır;

2
q) z  = 2 i nöqtəsi vacib məxsusi nöqtədir; d) z = - i  nöqtəsi vacib 
məxsusi nöqtədir. 136. a)z = l nöqtəsi vacib məxsusi nöqtədir, 
z  = 2 km nöqtələri bir tərtibli polyuslardır, z  = oo nöqtəsi aradan

qaldirila bilən məxsusi nöqtədir; b) z = - 1 ,  z  =  ~ ( l  ±  ı 'V3 )  bir tərtib-
2

li polyuslardır, z  = l iki tərtibli polyusdur, z  = 0 nöqtəsi vacib 
məxsusi nöqtədir; v )  z =  n  nöqtəsi bir tərtibli polyusdur, z  =  oo 

nöqtəsi vacib məxsusi nöqtədir; q) ±i  nöqtələri sadə polyus, ±1 
nöqtələri iki tərtibli polyuslardır, z  = oo nöqtəsi vacib məxsusi nöq- 
tədir. 137. a)diizgün nöqtə; b) dii/gün nöqtə; v) 5 tərtibli polyus; 
q)sadə polyııs; d) 3 tərtibli polyus; e) vacib moxsusi nöqtə.

138.a)z = 1, - * (1 ± /V3 ) bir tərtibli polyuslardır (sadə polüyus),
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z = со üç tərtibli sıfırdır; b) z = 0 nöqtəsi üç tərtibli polyus, z = oo 
nöqtəsi vacib məxsusi ııöqtədir, v)z = - l  nöqtəsi vacib məxsusı 
nöqtə, z =  o o  üç tərtibli sıfırdır; q)z = 0 sadə polyus, ± 2 i nöqtəlon 
iki tərtibli polyus, z = oo nöqtəsi vacib məxsusi nöqtədir. 139.a)± 1, 
±i  bir tərtibli polyuslardır, z = oo düzgün nöqtədir; b)z = 0 vacib 
məxsusi nöqtədir, z = oo sadə sıfırdır; v) z = 0 vacib məxsusi nöq 
tədir, z — oc düzgün nöqtədir. 140. 1) üç tərtibli sıfır; 2)dörd tərtibli 
sıfır; 3)altı tərtibli sıfır; 141. 1) z, = 1, z23= - \ ± i  nöqtələri sadu

polyusdur, z = со vacib məxsusi nöqtədir; 2) zk = (-7Г + 2kn)i  
sadə polyus nöqtələridir; 3) z = ±i nöqtələri sadə polyusdur, z = 0 
v əz  = - l  vacib məxsusi nöqtələrdir; 4) zk = 2 km ,k  = ±1,... sadə

polyus nöqtələridir, z = 0 vaeib məxsusi ııöqtədir; 142. а) 0 və ±1
J ö

bir tərtibli polyuslardır, z = oo düzgün nöqtədir; b) z = ^ - ( l ± 0 »  

f lz = —  (-Г ± | ) -sadə polyuslardır, z  = o o  diizgün nöqtədir; v) z = l 
2

nöqtəsi üç tərtibli polyusdur, z -  oo nöqtosi 2 tərtibli polyusdur; 
q)i' = oc vacib moxsusi nöqtədir; d) q) z 0 vacib məxsusı nöqtə- 
dir, z  = o o  düzgün nöqtodir; c) o,7 .s nöqtəsi sadə polyusdur, 
z = oo vacib məxsıısi ıuk|lt)dir. 143. ı 1 bir tərtibli polyuslardır, ±i  
iki tərtibli polyuslardıı. 144. а)л t i  bir tərtibli polyuslardır;
b)z = 0 vacib məxsıısi nöqlıulir. 145. I) z ~ 0 bir tərtibli polyusdur, 
z = ±2i - iki tərtibli polyuslardıı, .* oo diizgün nöqtədir (5 tərtibli 
sıfır); 2 )z = ± i -sadə polyıısliiıdıı, .• o o  vacib məxsusi nöqtədir;
3 ) z  = o o  vacib məxsusi пГч^кПг, 4)z = 0 vacib məxsusi nöqtədir, 
z = oo bir tərtibli polyıısdııı. ). I vacib məxsusi nöqtədir, z = со 
düzgiin nöqtədir; 6) z 0 vucib moxsusi nöqtədir, z = co vacib 
məxsusi nöqtədir. 7) z 0 il<i lortibli polyusdur, z = co vacib məx- 
susi nöqtədir; 8) 2 = 1 vacib muxsusi nöqtədir, z = oo düzgün nöq- 
tədir (1 tərtibli sıfırdır); ()) • () vacib məxsusi nöqtədir, z = oo
düzgün nöqtədir(l tərtibli sılirdıı); 10)z = 0 vacib məxsusi nöqtə- 
dir, z = w vacib məxsusi nöqludif; 11) z = 0,z = ±1 -birtərtibli po- 
lyuslardır, z = oo~düzgiin ııöqtədir (3 tərtibli sıfırdır);
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12) z =  ~ ~ Ј ү ~  " b ir tərtib l i  p o ly u s la r d i r ,  z  =  oo - d ü z g ü n  n ö q -

lod ir;  1 3 )  z  =  1 - i k i t ə r t ib l i  p o l y u s d u r ,  z  =  q o - ü ç  t ə r t ib l i  p o ly u s d u r ;

14) z  =  0  -b ir t ə r t ib l i  p o ly u s d u r ,  z  =  ± 2  - ik i  t ə r t ib l i  p o ly u s la r d i r ,  

z = o o - d ü z g ü n  n ö q t ə d i r ( 5  t ə r t ib l i  s ı f ırd ır );  1 5 )  z  =  ± /  -b ir tə r t ib l i  

p o ly u s la r d ir ,  z  =  oo - v a c i b  m ə x s u s i  n ö q tə d ir ;  1 6 )  z  =  o o - v a c i b  

m ə x s u s i  n ö q t ə d i r ;  1 7 )  z  =  o o ~ v a c i b  m ə x s u s i  n ö q tə d ir ;  

\ t i ) z  =  2 k m ,  ( k  =  ± l , ± 2 , . . . ) - b i r t ə r t i b l i  p o ly u s la r d ir ,  z  =  o o - p o l y u s -  

lar ü ç ü n  l i m i t  n ö q t ə s id i r ;  19 )  z  =  0 - i k i  t ə r t ib l i  p o l y u s d u r ,  z  =  2 k m , 

( /c =  ± l , ± 2 , . . . ) - b i r t ə r t i b l i  p o ly u s la r d i r ,  z  =  oo p o l y u s l a r  ü ç ü n  l i m i t  

ı ı ö q tə s id ir ;  2 0 )  z  =  ( 2 k  +  \ ) m , ( k  =  0 , ± l , ± 2 , . . . ) - b i r  t ə r t ib l i  p o l y u s ­

lardir, z  =  со -  p o l y u s l a r  ü ç ü n  l i m i t  n ö q to s id ir ;  2 1 )  z  : 0  - i iç  tə r t ib l i  

p o ly u s d u r ,  z  =  2 k n  ± / l n ( 2  +  л / З ) , ( к  0,::l 1, i : 2 , . , . ) -b ir tə r t ib l i  p o -  

ly u s la r d ır ,  z  =  o o - p o l y u s l a r  ü ç ü ı ı  l im it  ıuu |U»sid ir; 2 2 )  z  =  k m  , 

( к  =  0 , ± l , ± 2 , . . . ) - b i r t ə r t i b l i  p o ly u s la r d ir ,  ■ p o ly u s la r  t içü n  l i ­

m i t  n ö q t ə s id i r ;  2 3 )  z  =  0 - v a e i b  m o x s n s ı  ı ıö q lo d ir ,  z  <x> - d ü z g ü n  

n ö q tə d ir ;  2 4 )  z  =  0 - v a c i b  m o x s ı ı s ı  ıu'W|U)ilir, z  o o - b i r  t ə r t ib l i  

p o ly u s d u r ;  2 5 )  z  =  1 -  v a c i b  ih o xm im  ıı(W|lo<lir, z ■ oo ■ d ü z g ü n  n ö q -  

təd ir ;  2 6 )  z  =  0 - v a c i b  m o x s u s i  n < W | U k ü i , o o -  v a c i b  m ə x s u s i  

n ö q t ə d ir ;  2 7 )  z  1 v n c ib  m o x s ı ı s i  n ö q t ə d i r ,  z  =  2 k m ,

( k  =  0 , ± l , ± 2 , . . . ) - b i r t o r ( i b l i  p oK  ii-.Imi «I ı ı , oo -  p o l y u s l a r  ü ç ü n  l i ­

m i t  n ö q t ə s id i r ;  2 8 )  : k  'i ( к O.ı 1,1 2 , , . . ) - b ir t ə r t ib l i  p o ly u s la r d ir ,

z  =  o o - p o l y u s l a r  ü(,’ilıı I   ı n •• | i . . .к Iп ; 2 9 )  z  =  0 - i k i  t ə r t ib l i  p o -

u
ly u s d u r ,  z -  oo vaı ıb m.> .n .ı ı ıö q təd ir ;  3 0 )  z  =  ( 2 £  +  l ) — , 

( k  =  0 , ± 1 , ± 2 , .  ) hıı t . x t ı Mı  |iulvıı.*,lai4İır, z  =  oo -  p o l y u s l a r  ü ç ü n  l i ­

m i t  n ö q t o s i d i ı . W )  I I) | , ( к  =  0 , ± l , ± 2 , . . . ) - i k i  t ə r t ib l i  p o -

lyuslardıı, ■ ı•«»1 и l u liı.uıı limit nöqtəsidir; 3 2 ))  z = 0 - ü ç  
tərtibli polyusılııı /.■/. ( /« I l,±2,...)-birtərtibli polyuslardir, 
z = oo - polyıi'.laı in, ım Iımıl ndqlosidir; 33) z = ктг, ( к = ±1,±2,...)- 
birtərtibli pctlyti'.lnı• -  polyuslar üçün limit nöqtəsidir;
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34) z  = k n ,  ( к  = 0,±l,±2,...)-birtərtibli polyuslardir, z = oo-polyus-

7Г
lar üçün limit nöqtəsidir; 35) əgər a * ттт + — , m — 0,±1,±2,..., 

onda z = 2k7r + a və z = ( 2 k -  а , ( к  = 0,±l,±2,...)-sadə po-
71 71

lyuslardır, əgər a -  m n  + — , onda m -  ciit olduqda z = 2k n  + —

71
və m -  tək olduqda z = (2к + 1)я + — ikitərtibli polyuslardir,

z = со -po lyuslar üçiin limit nöqtəsidir; 36) əgər а Ф т к ,  
m = 0,±1,±2,..., onda z = (2к + \ )я  ± а ,  (/с = 0,±l,±2,...)-bir tərtibli 
polyuslardir, əgər a = m n , onda m -  ciit olduqda z = (2k +1 ) я  vo 
m - t ə k  olduqda z = 2kn  ikitərtibli polyuslardir, z = со-po lyuslar 
üçün limit nöqtəsidir; 37) z = l - v a c ib  məxsusi nöqtədir, 
z = oo-düzgün nöqtədir(bir tərtibli sıfırdır); 38) z = 2 - i k i  tərtiblı 
polyusdur, z -  2 -v a c ib  məxsusi nöqtədir, z = oo- üç tərtibli po­

lyusdur; 39) z — — , ( k  = ±l,±2,...)-bir tərtibli polyuslardir, 
ктт

z ~ 0 -  polyuslar üçün limit nöqtəsidir, z = co -b ir  tərtibli polyus

dur; 40) z = — , ( k  = ±1.±2,...)-bir tərtibli polyuslardir, z = 0 - po 
ктг

lyuslar üçiin limit nöqtəsidir, z = oo--bir tərtibli polyusdur, 
41) z = 0 -  vacib məxsusi nöqtədir, z = oo-düzgün nöqtədir(bir U>ı 
tıbli sıfırdır); 42) z = 0 -v a c ib  məxsusi nöqtədir, z = oo - vai’ib

məxsusi nöqtədir; 43) z = — , ( k  = ±l,±2,...)-vacib məxsusi nöqto
к п

lərdir, z = 0 -  vacib məxsus nöqtələr üçün limit nöqtəsidir, z =<*>
2

vacib məxsusi nöqtədir; 44) z = ------------ , ( k  = 0,±l,±2,...)-vanl>
(2k + l);r

məxsusi nöqtələrdir, z = 0 -  vacib məxsus nöqtələr üçün linıil ımq

(osidir, z = c o - düzgün nöqtədir; 45) z = — , ( k  = ±1,±2,. ) vaub
к л

miıxsıısi nöqtələrdir, z = 0 - vacib məxsus nöqtələr üçiin lıınıi пп.| 
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təsidir, z -  со -  vacıb məxsusi nöqtədir; 46) z =
2

(2 к + 1);т ’
( А: = 0,±1,±2,...)-vacib məxsusi nöqtələrdir, z = 0 -v a c ib  məxsus
nöqtoler üçün limit nöqtəsidir, z = oo- düzgün nöqtəciir. 

28 53146.a) . , z = 3 nöqtəsi bir tərtibli polyusdur, z - - 2  nöqtəsi

• I • 7ikı tərtiblı polyusdur; b )  , z -  0 nöqtəsi üç tərtibli polyusdur;
64

v )  1, z  =  y  nöqtəsi birinci tərtib polyusdur; q) 1; d) 4 ,  z = l

vucib məxsusi nöqtədir. 1 4 7 .  а) 0 ,  1,  z = 0 nöqtəsi iki tərtibli po-

lyusdur, z - 1 nöq təsi sadə polyusdur; b) (sin3 + ıcos3)5
9 54

cxp
54

f  ( -rr

± /  -  + 3
V v 2 j  j

, z -  0 nöqtəsi iki tərtibli polyusdur, z =  ±3г

ııöqtəsi sadə polyusdur; v) (-1)*, к = ±1,±2,...; q ) -  — , z = 2 vacib
24

' « 1
moxsusi nöqtədır; d) ı + V ----------- , z -  0 vacib məxsusi nöqtədir.

л!(« + 1)!
148. a)z = 0 nöqtəsi iki tərtibli polyusdur, re5/ ( 0) = 0 ;

b) /4*,v/'(0) = 1, res/(± l) = - i ;  v)± —; q)ec - e /?; d ) i ,  -1 .
2 4 e

I ) / < v/ (0) = 1, resf{±\) = - - j ; b) (—1) = 2sin 2,

// ',/(•■ ) sin 2; v) resf(kn) = 0i k = 0,±1,±2,...; q) resf(kn)  = -1 ,  
Л ot ı I ' d) resf (2) = 0 , res/ ( с о )  = 0 ; e) resf (0) = 0 ,
II -I (1 ' I ч i) resf(- \)  = - c o s l , resf(co) = - c o s l ; z)

, ,л /1 a', I 1 " " ' k b ’ Ь 0 Д ± 2 .....
I) 'I- I I l)*2 /(V , £ = 0,1,2,...; k) z = 0 ,  z = l nöqtələri bir 
■ » ıM < < ч iıl'lı polyusdur, resf (0) = 1, r£ş/(l) = 0 , resf (со) = -1 .

h i i ' H ' f  *•».! I „ i ; q )  2 я г ; е )  2 ш ; ј )  — . 1 5 1 .  а)  —  ;
з — ı 4
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b ) ~ — v) 0. 152. а ) -  — ; b ) - 2 m \  v) - _ ;  q) -  
4 2 32 12

^  ос ' n

e) 2m 1 + У  !------  • 153. a)0; b) 2 m ; v) — sin —; q) -  2 m .
“  лг!(/г +1)! J 36 4

154. a) 2 m ; b) -  2m ; v) ~2İ2l^  ; q) 2m — -  —1; d) — (л/з -  /).
2 U  ;r j  3 V ’

155. 1)1 ;-l; 2) 0;0; 3)0; 0; 4)0; 0.
156. \ ) res[ f( z )]\ z=] = r e s [ f { z )]|z=o0 = 0 ;

2) n ?s[/(z )] |z=0 = re s [/(z )] |-=00 = 0 ;

, = res[f(z)]\2=<0 = 0; 4 )res[f(z)]\2=3 = ~ ,
* - ј  2!

re j[ / ( z ) ] |Ie<B = - ~ ;  5) M / ( z)]|z=o = 3 ,re s [ / ( z ) ] |z=1 = - 3 ,

r e s [ f { z ) \ z=„ = 0 ;  6 ) r ^ [ / ( z ) ] |z=_, = ^ ,  r ^ [ / ( z ) ] |z=2 = - i ,  

^ [ / ( z ) ] | 2=OT = 0 ;

7) n ?s[/(z )] |z=0 = 1 , m s [ /(z ) ] |z=00 = - 1 ;  8) r ^ [ / ( z ) ] |2=_, =1 , 

re s [ f ( z )]|z=c0 -  - 1 ;

9) ^ [ / ( z ) ] | z=|. = - ^ ү - ,  r ^ [ / ( z ) ] |2=_. = r ^ [ / ( 2T)]|z=00 = - 4 .

157. 1) z = 0 nöqtəsi iki tərtibli polyusdur, r e s [ f ( z )]|z=0 = 2 ,

z = oo aradan qaldirila bilən məxsusi nöqtədir, r e s [ f { z )]|z=a0 = - 2 ;

2) z = 0 nöqtəsi iki tərtibli polyusdur, r e s [ f ( z )]|z=0 = 3 ,  z = oo 

vacib məxsusi nöqtədir, res[f(z)] | z=00 = - 3 ;

3) z = - l  nöqtəsi bir tərtibli polyusdur, res[f( z)] jz=_, = 2,  z = oo 

bir tərtibli polyüusdur, r e s [ f ( z )]| г=оә = - 2 ;  4) z = 0 nöqtəsi bir tər- 

tibli polyusdur, res[f(z)]\z=0 = 1, z = - l  nöqtəsi bir tərtibli po-

3) res[f (z) \
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lyusdur, res[f(z)]  | z=_, = 2 , z -  oo aradan qaldirila bilən məxsusi 

nöqtədir, r e s [ f { z )\| г=00 = - 3 ;

5) z = 0 nöqtəsi iki tərtibli polyusdur, res [ f  (z)]|2=0 = 0 , z = - n  

aradan qaldirila bilən məxsusi nöqtədir, res[f(z)]\z=_n = 0 , z = со 

vacib məxsusi nöqtədir, r e s [ f ( z )\|2=00 = 0 ;

6) z = 0 aradan qaldirila bilən məxsusi nöqtədir, z - - n  nöqtəsi iki 
tərtibli polyusdur, z = со vacib məxsusi nöqtədir,
res[ f ( z j \  |г, 0 = r e s [ f ( z ) \ :,_„ = r e s [ f ( z ) \ 2,„ = 0 ,

7) z = 0 nöqtəsi bir tərtibli polyusdur, z = - n  nöqtəsi bir tərtibli

polyusdur, z = co vacib məxsusi nöqtədir, r e s [ f ( z )]ј ти0= - ^ - ,
71

res[f{z))\z___K = — re s [ f ( z )\|г=00 = 0 ; 
n

158. \ ) r e s [ f { z ) \ tmi = ~ ,  re s [ /(z ) ] |2=„. = - ^ — ,
21 lı

i

r e s [ f ( z % „  = 1 ^  ; 2) m '[ / ( z ) ] | ,  , re s [ /(z ) ] |„ „  = 0 ,

'-«s[/(z)]|2=i = - ^ y - ;  3 ) re s [ /(z ) ] |„ 0 1, ^ [ / ( г ) ] | г,„  = -1 ;

4 )re s [ /(z ) ] |lrf( = ra s[/(z )] |„_ 4, =- ^ c / i^ ,r e s [ / ( z ) ] j2,„  = - 1 ,

« w [/(z )]|,.0 = 1 -  ^cA i ; 5) msf /'(z)]|2„. = -1 -  7 ,
2 4 о

r e s [ f ( z )]|2=o0 = 1 + 1 ; 6) ^ [ / ( z ) ] | 2e_7 = -5  , res[f(z)}\lm̂  = 6 e , 
о

« » [ /(z ) ] |„ »  = 5 -  6 e ; 7) ra s [ /(z ) ] |„ 0 = res[ f { z ) } = 0 ;

8 ) ^ [ / ( z ) ]  U = ~ -  
24
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159. 1) res[f(z))  J „ ±1 = , re s [ /(z ) ] |„ 0 = 1, res[f(z)]  |г,„  = 0 ;

2) re s [ f ( z ) } , r e i[ / ( z ) ] |, . . ,  = ^ , ra s [ /(z ) ] |„ „  = 0 ;

r e s [ f ( z )]|г=±, = - j ,  r e s [ f ( z )]|г=со = 0 ;  5) re s [ /(z )] |z=0 = 0 , 

^ 5[ /( z ) ] |z=! = 1 , re s [ /(z ) ] |zee) = - l ; 6 )  re s [ /(z ) ] |z=_, = 2 s in 2 , 

^ [ / ( z ) ] | z=00 = - 2 s in 2 ; 7) re s [ /(z )] |z=0 = i ,

^ j [ / ( z ) ] |ze3f = - ^ ( s i n 3 - / c o s 3 ) ,

re s [ /(z ) ] |z=_3(. = — (sin 3 + / cos 3) , r ^ [ / ( z ) ] |z=w (sin 3 - 3 ) ;

8) res[f{z)} 2 k + \
= - 1 ,  к = 0,±1,±2,...; 9) re s [ /(z )] |2=A>r -  (-1)",

£ = 0,±1,±2,...; 10) res[f(z)]\z=kK = 0 , к = 0+1,±2,...;

11) r6tf[/(z)]|z=br = - 1 ,  А = 0+1,±2,...;

12) re s [ /(z )] |z=2 -  т ? [ / ( г ) ] |2=с0 = 0 ;

13) re s [ /(z )] |z=2 = -m s [ /( z ) ] |z=00 = ~ S

14) m s [ /(z ) j |z=0 -  - r e s [ f ( z )]|z=e> = + ;

I S) re s [ /(z )] |z-0 = re s[ f { z )]|z=00 = 0 ;

l (0 ' * v[/(z)]|z=_] = - r e s [ f  (z)]|2=00 = - c o s l ;
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12/7 oo д 2 л  + !

i7 )^ [ / ( z ) ] |r=_3= -^ [ / ( z ) ] |^ x =-sin2 — —— + 1;
пГо(2« -1)!(2я)! Н(2л)!(2я + 1)!

2ki ~  T 7 ~ ~ 7  > к  =  ± 1 , ± 2 , . . .18) re s [ /(z ) ] |,e0 = i ,  m [ / ( z ) ]  ^

19) əgər « < 0 və n > 0 -təkdirsə, onda res[ f  (z)]|z=0 = 0 , əgər
n

(—1 у
n = 0 və n > 0 -cütdürsə, onda res\ f  ( z )]\, n = —— -— ,

u w , | i ’° (и + 1)!

=  ( - ] ) “ '  —

■fкп
res[f(z)]\z=a = -res[ f{ z )] \zm„ ; 20) re s [/(z )]

9 » f_ l \A 1/c = ±1,±2,..., res[/(z)]|, - , £~ГГ“ = --;
71  A .. |  /C 6

21) res[f(z)]|zhäV = (  ! )* 2 * V , А =  1,2.....

160. I ) a) rey[/(z)]|,_0 = “ у » b )m v [/(z ) ||z.0 = - 1 ,

v )/^ v [/(z )] |;=0 = - ~ ;
7 1 "

2 ) a ) r a [ / ( z ) ] |z,„  = - l ; b )  re s [ /(z )] |I>M = 0 ; v )/-es[/(z )]j„„  =

161. 1) — Зтгг'; 2) 7 Ü ; 3) 0; 4) 0. 162. 1) 2 m ; 2) -  2ш c o s l ;

l) 2m cos 1; 4) ; 5 ) 2 г ; 6) 0; 7) 2яг4<; 8) 18m  ; 9)0;
1 - 4

ЛЬЛ7 . ~ 7П  16Л7 . , _ 1 (W
10) , 11)   ; 12)  ; 13) - 3 6 тп ; 14) 0. 163. а) —

* (// + 1)! 3 27
2кһ) Т/ 164. п ) 1 7 ; b) 1 ± £ İ ;  v) 1 - p  + p i . 165. I ) , ,

•H U p 2 1 - ,  ^
/ Г  «

1) ,v ; I) 1 , 166. a)əgər n > 0  olarsa, onda , əgər « < 0
(/ «!

iliii ,.i, oiula 0, l>) I M 41(a), cn 0 olduqda inteqral in baş qiyməti 0- 
tlıı
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167. а) -  —; b) — ; v) п ё \  a> 0 , r > 0 ;
2  2 e

Ч) г Т Г + Ш ' a) У '

V )  -  — ; q) — ; d). 169. 1) 2) — ; 3) —^  ;
27 4a 2 я 36 (й + 6)2 л/з 9 Юл/l О

, .5 я  _ч 6;г ,_ л 1Ч я  л-л/2 ... ш л- Сч я
4) — ; 5) — = .  170. 1) — ; 2) ----- ; 3 ) ------- ; 4) — ; 5) ;

8 5л/5 54 4 6 8 2

6 ) -  — ; 7) ^ L e ^ c o s l ;  8) - ж -1 s in l ;  9) яге~2; 10) —  ; 
6 л/3 4

1 \ ) - т е ~2; 12) я*е“,+/; 13) ^ б Г 6 ; 14) - ~ е ~ АГ\Ъ с о ^  8 - л/2 sin 8),

15) — e~l8(3cosl2  + 2 s in l2 ) ; 16) - e " 12; 17) яе“'2; 18)
3 2 6

о
19):~e~6 ; 20) e4 (cos 1 + sin 1); 21) яг л/2 ; 22) — .

4 2 л/2 8

171. 1) - İ ;  2) -2 я г ;  3) - - Ş - ;  4) яг; 5) 6) 1; 7) 0;
у 2 121 9

8 ) л > - 1  olduqda --------- , « < - 1  olduqda 0; 9) 32т;  10) 0(л +1)!
172.1) - r = = ;  2) — 3) р о  + 6 )я_ ; 4) ^  olduqd||

Va2-1  (a 2 - h 2y  [a(a + b ) f

7' T , |a |> l  olduqda , H  = l ,  fl * ±1 olduqda 0 (ba$ qiy
. . 2 -  fl fl

, |a |> 1  olduqda (i —— — ; |я| = 1» а Ф ±  1 olcliU|«!*•

mot), a = ± l olduqda ba.ş qiymət yoxdur; 5) |f l |< l olduqılı

7 t(a (' + 1 )  L U  , тт{а(' + 1)

«6(« 2 -1 )
/ I  I 1 \

\  11 (baş qiymət), a ±1 olduqda baş qiymət yoxıluı
hi" (a I)
2-10



o)/z> 0  olduqda — , n<  0 olduqda 0; 7) msigna ( a =  0 olduqda 
n\

luış qiymət 0); 8 ) - 2 m s i g n l m a . 173. 1) -  — ; 2) — ; 3) n>  1
27 4<я

. .  , 1 -3 -5 -...-(2и -3 )яг - 1 j  j  тс л v 7Г
olduqda --------------- 2-------- -— , n = \ olduqda — ; 4 ) ------------- ;

2 - 4 - 6 ‘...* (2 л -2 )* 2  2 ab(a + b)

2т1

, 4
<) - ; 6 )

2;r

71

. (  7T  ^
n sm

ч n

Г üfe
Göstəriş. J -—— , ( С -  konturu arg z = 0 ,

•n'gz = —  şüaları və onları birləşdirən çevrə qövsüdür) inteqralma
n

я-sm
lnıxmaq lazımdır; 7)

я
2n

n sm
,  ч . 174. 1) 7i\e-ab- ~

. ( n 'I ^ 2
m — 4

V n

' ) ^ { \ - е-л )\ 3) - £ 4 (2 - ( 2  + a b ) e * ) \  4) ф - а ) ;  5) Gö-

„2/z 1!•(? — I
st;>riş: ------— dz (C -k o n tu ru  şəkil

^  7С *
SH-dəki kimidir) intcqralından istifado У/*

rlm ək lazımdır; 6 )
3/r

(iösto -

'7>; I '

,3/z о  l ı

dz ( ( '  кo ı ı (иI ч ş o Şəkil 58

l ıl 5 8 - d ə k i  k im i d i r )  in ic q ia l ı ı ıd ım  i s l i fa d ə  c t m ə k  l a z ım d ı r ) ;  7)

/Т r ln zdz
l ı u / . G östəriş: I— ■ d. (< konturu şəkil 59-dakı kimidir)

}/i J z +a'1(1

ıııU4|i;ılıııdan ist ifadə etmok la / ı ı ıu l ı ı );
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ж
8) —  (л-2 + 41п2«) ;  9) ,

8а 2аг4 2 а \ 1
Ж f - l n a - 1 - ^ l ;  10) - л ;  11)

In2.  G östəriş: ("inf — - z  I— :z—  (C -k o n tu ru  şəkil 60-daki ki-
l  U  Л  + Г

miclir) in te q r a l ı n d a n  i s t i f a d ə  e t m ə k  l a z ım d ı r ) ;

Şəkil 59. Şəkil 60.

12) - l r r  —  
2 1 + a

. 1 7 5 .  a )  _ Z L ( c o s l  — 3 sin 1 ) ;  b )  ( 3 c o s l  + s in  1) ;  
Зе3 Зе

ж

V)
ж

г ё
( 2  co s  2 +  sin 2 )  • 1 7 6 .  a )  \w'\ = л/Г7

a rg  w'= arctg A ;

F? 1
b) |w'j = - y - , arg w'= a rc tg l . 1 7 7 .  a) |w’| = , argw '=0; b) |w'| = l,

Ъж
a r g w ' = 0 ;  v )  |w'| =  2 ,  a r g w ' =  — ; q )  a r g w ' =  — • 1 7 8 .  1) 1;

2 6
2)0; 3)4. 1 7 9 .  1; 3. 1 8 0 .  0; 4. 1 8 1 .  2. 1 8 2 .  n.  1 8 3 .  1) z = ±2z-sadə 
sıfırlar, z = 1 isə iki tertibli sıfırdır; 2) z -  0 -sadə sıfırdır;
z = к л  ,k  i t 0 , k  *1 -iki tortibli sıfırlurdır; z = ж nöqtəsi funksiya-
nm sifri deyil; 3) z = ±/-iki lərtibli sıtirlar, z = l ± n s ə  sadə sıfır- 
dir. 1 8 4 .  1)3; 2) 2. 1 8 5 .  1)2; 2) 2; 3)4; 4)a)7; b )l; 5)0; 6)1; 7)2; 8)1
9)3; 10)1 . 1 8 6 .  n .  1 8 7 .  1)4; 2)15; 3)3. 1 8 8 .  1) Jc+ l -tərtibli sıfır
2) min(/c,/ ) -tərtibli sıfır; 3) ogor k > l  olarsa, onda к - 1 -tərtibli 
sıfır, əgər к - I  o larsa, onda sılir olmayan düzgün nöqtə, əgər 
к <1 olarsa, onda məxsusi nöqtudir. 1 89 .  1) z = ±3z nöqtələri bir 
liirlibli sıfırlardır; 2) z = ±3/ nöqlı>ləri bır tərtibli sıfırlardır, z = co 
ııoqlusi 2 tərtibli sıfırdır; 3) z - 0 nöqtəsi 2 tərtibli sıfırdır,

k/t (k = ±1,±2,...) nöqtə lnri bir tərtibli sıfırlardır; 4) z = ±2 
ih'W|lulıи i 3 tərtibli sıfırlardır, . 2kni (k = 0,±1,±2,...) nöqtələri
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bir tərtibli sıfırlardır; 5) z = 2k/r [к = 0,±1,±2,...) nöqtələri 2 tər- 
tibli sıfıriardır; 6) z = ±/r nöqtələri 3 tərtibli sıfırlardır, bütün digər 
z = к л  (к = 0,±2,±3,...) nöqtələri bir tərtibli sıfırlardır;

7Г
l ) z =  — ± k n  (k = 0,±1,±2,...) nöqtələri bir tərtibii sıfırlardır;

8)sıfırları yoxdur; 9) z-~kn  [k = 0,±1,±2,...) nöqtələri 3 tərtiblı 
sıfırlardır; 10) z = 0 nöqtəs 2 tərtibli sıfırdır, 
z = k7T (k = ±1,±2,...) nöqtələri 3 tərtibli sıfırlardır; 11) z = 0 nöq-

təs 3 tərtibli sıfırdır, z = \[br,  z = — \[hr ( l  ± /V J) (Ä: = ±1,±2,...)

nöqtələri 1 tərtibli sıfırlardır; 12) z = (2Ä: + l ) ~  (& = 0,±1,±2,...) 

nöqtələri 3 tərtibli sıfırlardır;

1 3)  z  =  J ( 2 k  +  l ) j ,  z =  i ^ ( 2 *  +  l ) | ( l ± i V 3 )  ( k  =  0 , ± 1 ,± 2 , . . . )

nöqtələri 1 tərtibli sıfırlardır; 14) z = 4 nöqtəsi budağın biri üçün 3 
tərtibli sıfırdır; 15) bıırada iki funksiya verilmişdir: bunlardan biri 

я
üçün z = 2ктг ± — nöqtələri 2 tərtibli, digəri üçün isə 

6

z = (2£ + l )n  ± — , {k = 0,±1,±2,...) nöqtələri 2 tərtibli sıfırlardır.
6

190. a)|w’| = 16((x-2)2+y2). 0 - 2 ) 2+ j>2 = — dairəsinin daxili sıxı-
16

hr, xarici genişlənir, öz isə dəyişməz qallır; b) \w'\ = (x2 ı y 1) 

x 2 + y 2 = \ dairəsinin xarici sıxılır, daxili genişlənir, özü is о duyiş-

m ə z q a l ı r .  1 9 1 .  a r c t g - •  19 2 .  w  = ~ —  +  - г - 1 .  1 9 3 .  w 2 z  ı ?. 2 / .
2 2 2

194. w= 2ız + 4 + 6 / . 195. təpələri -1 , -1 + 3/ və 3 nöqlulorindö 

olan oxşar üçbucaq. 196. tərəfləri u = v = 3, и I v i m -  i olan

düzbucaqlı. 197. w = (2 + i)z + ] ~ 3 i . 198. а) и 1 bıı xoyali oxa
(I

paralel vı> iııikas olıınıııı çevmlorin radiuslarınm nıiımısı ilə qcyri-
243



məhdud olaraq ona yaxmlaşan düz xətlər ailəsidir;
b) b(u2 + v2) + и + v = 0 . b ф 0 olduqda radiusları b -  nin artması ilə 
azalan çevrələr ailəsidir. b = 0 olduqda v = - u  düz xəttidir.

199. w müstəvisinin и +
\ 2

. 2    1

16
+ v“ = — yarımdairəsi atılmış hissəsi

ikinci kvadrantı: и < 0, v > 0 . 200. w müstəvisinin u2 + v2 = 1 dairəsi 
və dördüncü kvadrantı atılmış hissəsi.

201. 90° < arg z < 0, у  < |w| < 1 dairəvi halqanın hissəsi.

202. W = 0 ,2 0 3 .  w = ~ —

sının

z -1
1 1 .w  н 1
2 2

z + ı
204. I mw<0  yarımmüstovi

< —  dairəsinin hissəsi atılmış oblast. 205. w 
2

müstəvisinin (u + 1)2 + v2 = 1 dairəsinin xarici.

w -\  + — i  
2

206. w müstəvisinin jw — 1 — 2гј < V5 , 

məhdudlandığı xarici. 207. v > и . 208. w müstəvisinin

> —  d a i r ə l ə r i  ih» 
2

w -

hissəsi. 209. w müstəvisinin Rew<0  yarımmüstəvisinin koordimıi 
başlanğıcından çıxan argw = 1350 və argw = -135° şüalarının ö/luı ı 
də daxil olmaqla məhdudlaşdırdığı hissə.

210. w = (1 + ' )z + 2 ,z0 = l (l-±V7). 211.a)
z + i 2

(1 + i){z -  i)

1w —

3

bucaq: w < 0, v < -u . 212.a) w = — ; b) w =
(1 — 3ı)z + 3z +1 z + 2

> 1 ;  b) 135°- lı 
3
2 z + 1

213 .w = i ± ü ,  r = ~ .  214 .w =  2—
3z 3 z +1 -  i

. Çoxluğun obrazı с • II

f  0 2 '  Г f s l\ и + — + v + - — *~
l  2 J Ч 2, 2

d a i r ə s i n i n  x a r ic i ı ı i ı ı  к

sişməsi. 215. и- = —  . 216. w = . 217. Sərhədi » (III/
zz -1 z + i +1

4w —  
3

çevrəsindən ibarət olan iki rabitəli ohl.r.ı



218. , / ( /  /я- О, I m — > 0 • 219. 1 < Iwj < е , 0 < arg w < 90° .
а

2 2 0 .  a)  w -  - е ' : ; b) w = ет:. 2 2 1 .  a) w = expf  — (1 -  i)z J, əvvəlcəu
; v )w = exp m(z + 2)

3(z-2 )
/olağı döndərmək lazımdır; b) w = expf— z

U - 2 ;
222. а) Ъп < v < 5ж ; b) -  n < v <n  . 223. 0 < v < 2тг.

224. 0 < Im z < 90° zolagma. 225. v = o,v = —,w=0,w = l xətləri ılə
2

ululudlaşmış diizbucaqlıya. 226. w = - i ( z - \ - i ) 2. 227. v>0
. . . . .  1 , 1 . ......................................

miisUjvisinin w= i v2- l v ə  и = 1 -  — v2 pa rabolaları ilə məhdu d- 
4 4

.ı .mış yııxarı hissəsi. 228,, u = 

231. w? to.
, II I

w =
2 + /2 2
2 -  iz‘

- — Z- . 23 2 .  v = 0,v = 2 ,и = - I , и = 1 xət- 
i + z6

4w 4 и
. L

(  1 ;  (
R  1 R -

I H j {

I I , i l

I ' O H  и •an nr

1  M .  a) '\ l l 1

( « , ' ) '  
H 1

V *  W ** /d -V jj A A ̂  « AtibJsJ’ о | ̂  j   \ Y 1 Vy i-7 AJl JLw

4ц2 _ j ellipsləri uyğundur. ar g z = a  şüalarma isə
1 V

R

.4* .1) 4n
, j  1

«1/г

( R 1 4 R '
I R ) I R

 > 1 ellipsinin xaricinə; b) [—1;1] parçası

rT
r )

biiliin müstəviyə; v) həqiqi oxda yerləşəıı
I.и ma boyunca kəsiyi olan bütün miistəviyə.

I ellipsinin daxilinin yuxarı hissəsi;

I») It1 V lupc’i hohi .ипи 14i.Iiu|lari arasmdaki oblast.
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236. w= z2 funksiyasi üçün: 1) Ө = 0,k = 2' 2) Ө -  л  к - — '
~  2 ’

3 ) 0  ^ , к  2 л /2 ,4 )  q п a rc tg - ,к ~ \  о ;  w = z 2 funksiyasi üçün:

1) e  = < U  = 3 ; 2 ) f ?  =  o , * = J t ; 3 ) ö  = £
16 2

4) Ө ~-2arctg—,k - 1 5  - 237. 1) | z |< i  olduqda sıxılma, |z |> — ol
2 2 

duqda isə genişlənmə; 2) |2 + Ц  o]duqda sıxümaj (),

duqda isə genişlənmə, 3) |z |> ] olduqda sıxılma, [z|<l olduqda ısu 

genişlənmə, 4) R e z < 0  olduqda s.xüm a, R e z > 0  olduqda i s o , , '  
mşlənmə, 5) |z l | > l  olduqda sıxıhna, |z - l |< l  olduqda isə gcııı%

lənmə. 238. 1) |2| < I  olduqda sıxılma, |Z| > I  olduqda isə gcııi',

lənmə; 2) |2 + 1 |< İ  olduqda sa ılm a , |Z + 1| > I  olduqda isə go„r,

lənm ə, 3) |zj > 1 olduqda sıxılma, |z |< ı olduqda isə genişləntrıe, 4ı 

Rez < 0 olduqda sıxılma, Rez > о olduqda isə genışlənmə;
z 1|>1 о uq a sıxdma, |г  _!!<•] olduqda isə genişlənmə.

239. w  =  (1 +  /)(1 - z ) . 240. vv =  ( 2  +  ,-) г  +  j _ з ј . 241. 1)  w  =  «z ,-/> ;

2) w -  az + b ,  3) w _ - i(az  + b) ; 4) w = az + bi ( a , b -  ədədloı ı I." 
yerde həqıqı edədlərdır v ə  a> O). 242. 1) w = z + bi vıı ...
w = _2 + w = z + b  v ə  Уа w = - z _ l 4 6 ; 3 )  w = z + 6( I I i) '
ya w = - z +1 + 6(1 + ■)(6 -  hər yerdə həqiqi ədəddir).
243. 1) w = z + 6/ və ya и,= - г+1 + М;  2) w = z + 6 vu s ,  
w -  z 1 + 6,  3) w - z  + 6(l + i) və ya w = -z  + l + 6(l + ı)(/> l""
ycrde həqiqi ədəddir). 2 4 4 .1 )  H  < 1, UnW< о yanm dairosi;

’) ° nö4 təsini özünde saxlayan v ə  M  = .  1 çcvm! ...

,|İWS1" rİ ИӘ ««hd u d laşan  çoxluğa; 3) l m w < 0  çoxlııft .

! Hı



1 / 
w —  + — 

2 2
s< —  çevrəsinin bu çoxluğa aid hissəsini çıxdıqdan sonra 
2

qalan çoxluğa; 4) Re w = 1 düz xətti və ona toxunan 1
\w —  
, 2

V-cvrəsi iiə məhdudlaşan çoxluğa; 5) bir-birinə toxunan \w~ —
2

VU w- 1= — çevrələri ilə məhdudlaşan çoxluğa; 6) sərhədləri 
4

Ко w - -  diiz xətti və 
2

3w —
4

= -  çevrəsi olan iki rabitəli çoxluğa.
3

М5. a)l ) w = -  2i(z + 1) ; 2) w = 0  + 2 ı>  + 6 -3 ı  ̂
4 z - l- -5 /  5 (z - /)

l » ) l )  W  =  

M(». 1)

(1 + ı ) z  + 1 + 3/ ,.  üz + 2 + г.^ч 1 i f  n, i )  w - ----------- s 3) w = ----- (z + 1).
(1 + /)z + 3 + / z + 1 2

w = (—1 + 3/)z +1 — / , 
(1 + ı)z — 1 + i

2) w =

; 4) w = z  — ı

z(l — 4/) — 2(1 — / ) , 
2z(l — /) — (4 — г) 

az + b
247.  1) vv =

(l + /) ( l -z )  /z-1

b, j l  odədləri həqiqi ədədlərdir və ad -  bc > 0; 2) w =

cz + d

az + b

cz + d  
az + b,< Һ, .,/ udwdləri həqiqi ədədlərdir v ə a d - b c <  0 ; 3) w = /
cz + <i

/■.,,/ iul.Kİləri həqiqi ədədlərdir v ə a d - b c  < 0 . 2 4 8 .  \z\ = R çev-

t 'I >1 11 И I 4ıı 4v" 1 ( |z| = 1 çevrəsinə v = 0,-1 < и < 1

R



v = 0,w >  1 şüası, a r g z  =  л  şüasına v = Q , u < - \  şüası, a r g z  =  ± —

şiiasma и =  0 oxu) həm fokus hiperbolalarm qanadları uyğundur 
(şəkil 61).

249. 1), 2) I 4v - j  ellipsinin xarici (şəkil 62. 1),
1V (  1 •

R + -  R -  —
R )  I  R

2)); 3), 4) [—1;1] parçası boyunca kəsiklə bütün müstəvi (şəkil 
62.3), 4));

l} 2  ̂ 0

щ  ж
Л Ј в ' А\ \ в  а С_ jr1{

Ь ь  Ж

-1

şəkil 62
5), 6) ( —о с ; —1] və [i;oc) şüaları boyunca kəsiklə bütün müstəvi 
Im z < 0 ; 7) aşağı yarımmüstəvi; 8) yuxarı yarımmüstəvi; 9) yuxarı

yarımmüstəvi; 10) ^  , 4v - 1 ellipsin daxilinin yuxarı
\ 2 f  [ \ 2

v R j
R

v R j

yarısı; 11) 4  u ‘ 4v" - 1 ellipsin daxilinin aşağı yarısı;

12)

( r  + -
V R.

4w , 4v - j  ellipsin daxilinin sağ yarısı

у
f * - 1 !/ 1 л Ј

* + I T  Г л - Г ’
ä J  I  r

м н



1; -  R +
R

2  2

parçası boyunca kəsiklə; 13) —   —
sin2 a  cos2 a

1 hi-

pcrbolasmm qanadları arasındakı çoxluq.
f Re w < 0250. l)a) Imw 1; b) Rew = 0; v)
Im w >  -1

2) Im w = 0;

l) jw- l  + / | <2;  4) a) Rew> 1; b) |-w+l|> л/з ; v) |w+l|<V3 dairəsi

alılmış Rew<l  yarımmüstəvi; 5)a) lmw = 0; b) w - l  +  —  
2

v ) n I + v2 < — dairəsi atılmış Rewc l  yarımmüstəvi;

1V 1Ч) (м О’ + Vн—  < -  dairəsi atılmış ImwcO yanmmüstəvi;
V 2 ;  4

())a) v = -  —; b) и = 0,
2
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